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”射影 几何 具有 悠久 的 发 展 历史 ， 远 在 公元 前 四 世纪 ， 
古 希腊 人 已 经 发 现 了 圆锥 曲线 ， 公元 前 三 世纪 ,希腊 数学 
家 欧 儿 里 得 (Buclid) 和 阿波 罗 尼 (Apellonius) 都 发 表 了 关 
于 圆锥 曲线 的 专门 著作 ， 他 们 发 现 了 关于 圆锥 曲线 许多 有 
趣 的 性 质 ,， 这些 性 质 属 于 现在 射影 几何 的 内 容 ， 十 五 世纪 
和 和 十 六 世纪 ， 欣 洲 的 学 者 由 于 绘画 、 雕 塑 和 建筑 的 需 
要 ， 发 现 了 透视 原理 . 到 了 十 七 上 世纪， 法 国 数学 家 向 卡 儿 
(BR. Descarteg, 1596 ~16507 引 入 了 直角 溪 标 系 ， 使 几何 学 
代数 化 ， 许多 几何 问题 归结 于 代数 上 的 解 联 立方 程 组 ， 从 而 
拒 几 何 图 形 的 性 质 归 结 为 一 些 代 数 运算 , 这 就 是 解析 几何 . 
解析 几何 的 出 现 , 对 于 力学 物理 学 和 数学 本 身 的 发 展 , 起 
了 很 大 的 推动 作用 . 但 是 ;在 另 一 方面 ; 几何 本 身 仍 有 它 自 
身 的 直观 性 和 优美 性 .与 笛 卡 儿 同 时 代 的 法 国 数学 家 德 沙 
格 (G. Desargues， 巧 91~1661 和 帕斯卡 (B. Pascal， 1623 
一 1662) 创 立 了 射影 几何 ， 1689 年 ， 德 沙 格 通过 对 透视 的 
研究 .建立 了 无 穷 运 点 和 射影 空间 概念 。 1649 年 , 帕斯卡 

s 了 。 


德 沙 格 (G, Dasargues) 帕斯卡 (B. Pascal) 
发 现 了 关于 圆锥 曲线 的 著名 定理 ， 由 此 ， 一 个 优美 的 数学 
学 科 一 一 射影 几何 产生 了 . 
寺 八 世纪 是 解析 几何 得 到 广泛 应 用 的 时 代 ， 而 十 九 世 
纪 则 是 射影 几何 大 发 展 的 时 代 . 射影 几何 的 发 展 , 首先 应 
归功 于 法 国 另 一 个 数学 家 彭 色 列 (机 V. Poncelet, 1788~ 
1867). 他 于 1822 年 出 版 了 有 名 的 著作 < 关于 图 形 的 射影 性 
质 >, 系统 研究 了 图 形 在 中 心 射影 之 下 不 变 的 性 质 ， 在 这 之 
前 , 射影 几何 是 在 欧 氏 几何 的 框架 里 进行 研究 的 . 但 是 欧 氏 
几何 中 的 最 基本 概念 一 一 距离 , 以 及 角度 、 面 积 等 性 质 , 在 
中 心 射影 之 下 是 变化 的 , 既然 是 这 样 ,为 什么 射影 几何 一 定 
要 依附 于 以 距离 为 基石 的 网 氏 几 何 ? 于 是 ,在 1847 年 ,德国 
数学 家 冯 : 施 道 特 (K. G. 0. von Staudt, 1798~1867) 等 人 
建立 了 射影 几何 自己 的 公理 系统 , 至 此 , 射影 几何 作为 一 个 
独立 的 几何 学 科 , 基本 上 完整 地 建立 起 来 . 射影 乒 何 有 别 于 
欧 氏 几何 ， 最 显著 的 差别 是 射影 几何 中 没有 “直线 平行 ”这 
个 概念 ， 在 射影 平面 中 的 任意 两 条 不 同 的 射影 直线 均 恰 好 
2。 


交 了 于 一 点 ， 在 这 期 间 , 法 国 数学 家 庞 加 菜 ( 互 .J. Poincar6; 
1854~1912)， 匈 牙 利 数学 家 波纹 做 (j. Bolyai, 1802 和 ~ 
1860) 和 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 ( 互 . HL. JfodarepcEzt; 
萎 92~ 41856) 各 自 独 立地 建立 了 另 一 些 非 欧 几 何 的 模型. 在 
这 些 不 同 的 几何 学 的 基础 上 ，1872 年 德国 数学 察 克 莱 因 
(F. Oh. Klein, 1849 和 ~1925) 在 著 客 的 爱尔兰 根 纲领 中 给 
九 何 学 下 了 一 个 经 典 的 定义 ， 儿 何 学 是 研究 空间 在 基 个 变 
换 群 下 不 变性 的 一 门 学 问 . 
以 上 我 们 拖 要 地 叙述 了 身影 几何 的 产生 和 发展 以 及 
刘 影 玫 何 在 整个 玫 何 学 发 展 中 所 处 的 地 位 .于 思 世纪 
是 射影 几何 的 光 租 时 代 ， 以 至 于 当时 英国 数学 家 凯 莱 
(A. Oayley, 1821~1895) 说 过 这 样 一 多 名 言 一 切 几 何 都 
是 射影 几何 ! 

在 这 本 小 册 圣 里 ， 我 们 打算 通俗 地 介绍 平面 射影 几何 
当中 一 些 有 趣 的 定理 和 概念 。 我 们 也 以 大 量 的 例子 来 说 
明 ， 如 何 利用 射影 几何 的 知识 和 方法 来 解决 平面 几何 学 中 
的 问题 ，" 从 土 面 关 于 几何 学 的 发 展 历程 中 看 出 , 解析 几何 
得 射影 几何 是 以 不 同 的 风格 平行 地 前 进 ; 与 比 同时 , 它们 也 
是 丰 互 渗透 和 相 焉 促进 的 ， 在 射影 几何 中 采用 了 解 桥 几何 
的 手段 和 工具 , 如 射影 坐标 等 但是, 我 们 在 本 书 中 更 多 的 
是 采用 几何 方法 , 以 体现 射影 几何 本 身 的 内 在 美 。 我 们 也 
说 过 , 射影 几何 已 是 一 门 独立 的 几何 学 科 , 它 有 着 自己 的 公 
理 系 统 ， 但 是 , 作为 一 本 通俗 性 读物 , 我 们 不 打算 从 公理 出 
发 严格 地 概 着 面孔 地 讲述 ， 而 宁愿 先 从 射影 几何 中 一 个 精 
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彩 的 定理 一 一 帕斯卡 定理 出 发 . 我 们 在 第 一 章 中 , 先 给 出 这 
个 优美 定理 的 一 个 初等 几何 的 证 明 ; 然后 , 再 给 出 另外 两 个 
证 明 , 后 一 个 证 明 中 体现 出 射影 几何 的 思想 ,特别 是 引出 了 
中 心 射影 的 概念 和 添加 无 穷 远 点 的 自然 想法 .。 随后 , 在 第 
二 章 ， 我 们 逐 节 介绍 平面 射影 几何 中 的 主要 概念 (射影 平 
面 ,射影 坐标 ; 复 比 ,对 偶 性 , 配 极 理论 等 ) 和 主要 定理 ,尤其 
是 要 着 重 讲述 关于 圆锥 曲线 的 一 些 优美 性 质 ， 以 及 如 何 用 
这 些 概念 和 性 质 解决 平面 几何 中 的 问题 。 最 后 , 在 第 三 章 
中 ,我 们 讲述 射影 儿 何在 整个 几何 学 中 的 地 位 ,告诉 大 家 什 
么 是 射影 几何 ,介绍 它 的 “ 子 几 何 ” 可 , 再 说 明 网 
项 几何 又 是 仿 射 几何 的 “ 子 几 何 ”?. 我 们 用 射影 几何 构 作出 
非 欧 几何 的 模型 。 使 大 家 理解 克 菜 因 的 几何 定义 ;并 且 懂 
得 在 现实 世界 中 存在 着 许多 不 同 的 几何 . 

我 们 希望 本 书 能 使 读者 增强 几何 直观 形象 思维 的 能 力 
和 对 几何 学 明快 典雅 风格 的 喜爱 ， 另 一 方面 , 我 们 (特别 是 
在 书 的 后 一 半 ) 也 使 用 了 一 些 代数 工具 ( 解 线性 方程 组 的 行 
列 式 理论 , 坐标 方法 等 )， 希 望 读者 对 于 这 些 中 学 数学 知识 
能 够 灵活 运用 和 融会 贯通 ， 因 为 整个 数学 是 一 个 有 机 的 整 
体 ， 而 许多 新 思想 往往 在 不 同学 科 的 交汇 处 滋生 和 发 展 起 
来 ,射影 几何 充分 体现 了 这 一 点 ， 


斯 卡 定理 谈 起 


1. 帕斯卡 定理 和 它 的 初等 证 明 


帕斯卡 在 十 六 岁 的 时 候 发 现 了 下 面 一 个 美妙 的 定理 ， 
帕斯卡 定理 设 4BODEF 是 圆 0 的 内 接 六 边 形 , 对 
边 4B 和 思 刀 交 于 点 并 ,对 边 BO 和 加 FF 交 于 点 了 ,对 边 
5D 和 4F 交 于 点 2, 则 有 也.Y 和 如 在 一 条 直线 上 (图 二 
” 帕斯卡 的 许多 关于 图 锥 曲线 的 著 - 


作 , 不幸 都 失传 了 ， 德国 数学 家 莱 布 x 个 
尼 英 (多 W: Teibriz 1646~1916) 说 。 [A SN 
他 看 见 过 相关 上 的 这 个 定理 ， 并 且 将 
它 称 作 是 “神奇 的 六 边 形 ”我 们 不 知 -NS \， 
_ 道 当年 帕斯卡 是 如 何 证 明 这 个 定理 ~ 
的 ， 但 是 现在 人 们 已 经 给 出 它 的 许多 图 11 


种 证 明 、 本 章 中 我 们 给 出 其 中 的 三 个 证 明 ， 下 一 章 中 还 要 
给 出 另 一 个 证 明 。 在 这 一 节 中 , 我 们 先 给 出 一 个 初等 几何 
的 证 明 。 为 此 ,我 们 需要 两 个 预备 性 定理 . 


矣 备 定理 1 设 贺 O 和 加 0 交 于 两 个 点 了 和 Q， 过 
点 卫 作 直线 4B, 与 圆 O 和 0O' 分 别 交 了 于 点 4 和 B。， 过 点 
Q@ 作 直线 4B', 与 贺 O 和 0 分 别 交 于 点 4 和 B。 则 
A4'Y BB'. 

证 明 连结 PQ( 参 见 图 1-2)， 由 圆 内 接 四 边 形 的 性 
质 可 知 La=LB、LB= 人 LY， 于 是 La= 人 LY， 从 而 
44'/ BB， 证 毕 . 


预备 定理 2 设 人 4B8O 和 和 A4BO 的 对 应 边 平行 , 即 
ABf 4'B' .BOf BO'. OAY 0'4' 如果 直 线 44'、 BB'、 
CC’ 两 两 相交 , 则 这 三 条 直线 必 相 交 于 一 点 , 

证 明 设 44 和 2B' 交 于 点 8， 我 们 只 需 证 明 Cf 一 
定 在 直线 SO 上 ， 现在 过 4 作 直 线 平 行 于 4O, 并 且 与 直 
线 交 于 点 G， 再 连结 GB'( 图 1-8)， 由 于 40Y 4'C，, 从而 
入 4CGS8co 人 ACS， 于 是 
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于 是 i: 人 
由 此 可 知 人 CB'Soo 人 OBS， 于 是 CB'YJOB， 所 以 是 
过 和 4 和 和 B' 分 别 与 460, BO 平行 
的 两 条 直线 的 变 点 ， 但 是 这 个 并 一 
点 应 当 是 0', 所 以 C=0'， 由 于 
他 在 喜 绥 SO 上 , 从 而 他 在 直线 
0 上， 这 就 证 明 尘 举 ，- | 
现在 我 们 来 证 明 帕 斯 卡 定 “ 
理 ( 参 员 图 1 人 过 4 万 2F 
三 点 帮 剖 0 画 0 与 直线 4B -… 图 14 
已 有 交点 4， 设 另 二 个 交点 为 (注意 ; 如 果 4 了, 即 4 万 
与 峡 0' 相 切 的 时 候 , 下 面 的 证 明 仍 有 效 ). 图 0' 与 家 线 D5 
除 刀 外 还 交 于 一 点 Q， 由 预备 定理 1 可 知 PQ/ BE， 
QZ 1 BY, PZ1 BF 再 由 预备 定理 2 便 知 Z7 过 BP 和 
盏 Q 的 交点 ' 下 . - 换 多 话说 ; 瑟 . 玉 . 良 三 点 在 一 条 直线 上 . 这 
就 证 明了 帕斯卡 定理 ， i 
这 个 证 衣 颇 为 别致 .但 是 深 加 辅 助 贺 0 和 众多 的 辅助 
线 , 着 实 噜 机 一 点 蔚 妙 的 想法 ， 下 面 介绍 的 两 个 证 明 , 也 都 
具有 新 的 构思 . 


一 z 
由 斯 卡 定 再 的 第 二 个 证 明 采用 一 种 新 的 想法 ， 即 采用 
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几何 图 形 的 反 演 ， 我 们 先 来 介绍 什么 是 平面 上 的 反 演 .- 

在 平面 上 取 一 点 了 P， 再 取 定 一 个 
正 实数 ”对 于 平面 上 另 一 点 卫 《这 | 
里 卫 关 了 P)， 在 射线 PX 上 有 唯一 的 A - 
一 点 马 ', 满足 四 四 
PT.PT -pb, (x) 图 8, 
其 中 对 表示 两 点 卫 和 并 之 间 的 距离 , 即 线段 PX 的 长 
度 . 按照 这 种 方法 , 我 们 把 平面 上 除了 卫 之 外 的 每 个 点 了 
都 唯一 地 变 成 平面 上 点 卫 “( 类 也). 我 们 把 平面 上 的 这 个 变 
换 严明 作 是 一 个 反 演 .点 卫 叫 作 反 演 中 心 , 叫 作 反 演 半 
径 ， 点 卫 ( 类 卫 ) 的 反 演 点 互 ' 也 记 作 m( 筷 )。 由 定义 不 难 
看 出 , 如 果 且 ' 是 了 的 反 演 点 , 则 卫 是 了’ 的 反 演 点 ， 即 : 
车 了 =mw( 于 ), 则 天 一 w( 肝 )， 所 以 ,一 方面 ,不 仅 平面 上 
除 卫 之 外 每 个 点 耳 均 变 成 唯一 的 反 演 点 束 而 且 另 一 方 
面 ， 平 面 上 除 卫 之 外 的 任意 一 点 4 也 均 是 某 个 点 的 反 滨 
点 ,因为 若 Bw(4), 则 事实 上 4 就 是 的 反 演 点 : mCB) 
一.4. 于 是 ， 以 卫 为 反 演 中 心 的 反 演 , 把 去 掉 点 卫 的 平面 
变 到 它 自身 之 上 , 并 且 是 一 一 对 应 ， 这 样 的 事情 我 们 以 后 
还 要 过 到 很 多 次 、 今 后 我 们 把 某 个 几何 图 形 到 它 自身 之 上 
的 点 之 间 的 一 一 对 应 都 叫 作 是 一 个 变换 ， 于 是 , 我 们 过 到 
了 变换 的 第 一 个 例子 ; 平面 上 以 点 卫 为 中 心 的 每 个 反 演 都 
是 平面 除 掉 一 点 忆 之 后 所 得 到 的 “有 洞 ?平面 上 的 一 个 变 
换 ， 当然 , 这 个 变换 不 仅 与 反 演 中 心 了 有关， 而 且 与 反 演 
半径 也 有 关 ， 
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反 演 变换 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 现 在 我 们 只 令 述 今后 证 
明 巾 斯 卡 定理 所 需要 的 一 些 性 质 ， 其 他 性 质 留 给 大 家 作为 
习题 、 以 下 用 w 表 示 以 点 卫 为 申 心 ,万 为 半径 的 反 演 . 

性 质 1 . 设 圆 O 是 以 卫 为 圆心 因为 半径 的 圆 ， 则 平面 
上 点 卫 等 于 它 的 反 演 点 TE 的 充分 必要 条 件 是 点 
于 在 圆 O 上. 

证 明 让 可 由 反 演 定义 中 的 (*) 式 直接 推出 , 因为 
及 = 欧 充 分 必要 条 件 是 五 吉 。 ‘P=p?, 即 石 部 
一 5， 这 相当 于 说 点 开 在 圆 0 上， 证 毕 . 

性 质 工 表明 , 反 演 的 不 动 点 恰好 是 贺 O 上 的 那些 点 ， 
圆 O 叫 作 反 演 m 的 反 演 圆 。 从 (*) 式 同样 可 知 , x 把 反 演 
圆 外 部 的 点 变 到 反 演 圆 的 内 部 ( 若 辽 >k， 则 PX'<)， 
而 把 反 演 贺 除去 点 了 之 后 的 
内 部 变 成 反 演 圆 的 整个 外 
部 
性 质 2 设 回 9 不 过 点 
P， 则 反 演 w 把 圆 9 变 成 
圆 ， 1 

证 明 ” 先 设 点 卫 在 圆 2 的 外 面 ( 见 图 1-6)， 设 4 是 
图 @ 上 一 点 ，P4 与 圆 0 交 于 另 一 点 B， 则 了 3 .五 万 -~ c?， 
关中 6 是 这 点 了 作 国人 的 切线 了 Q 的 切线 长 令 4 


-=( 人 网- 如 于 是 32 为 党 数 (2)， 当 4 


跑 过 图 人 时 ， 点 也 跑 过 圆 DQ， 由 于 了 EB 与 P4 之 间 有 
a。9. 


园 定 的 比值 ， 可 知 点 4 描 出 的 曲线 应 当 与 点 五 描 出 的 曲 
线 ( 即 圆 0) 相似 , 从 而 也 是 一 个 图 Q,， 这 就 证 明 完 尘 ， (请 
读者 证 明 当 卫 在 圆 8 内 的 情形 ，) 

除了 圆 2 反 滨 成 贺 0 之 外 ， 从 证 明 中 我 们 还 可 以 看 
出 : 圆 2 上 切 点 @ 的 反 演 是 圆 2 上 的 切 点 @, 并 且 当 点 
沿 着 圆 2 转动 时 , 反 演 点 4 以 相反 的 方向 沿 着 加 2/ 转动 ， 

在 叙述 反 演 的 另 一 个 性 质 之 前 ， 我 们 先 讲 一 下 什么 是 
两 个 相交 图 的 夹 角 。 设 贺 0 和 圆 0' 相交 于 两 个 点 4 和 如 
(图 1-7), 则 040'= ~OBO', 这 里 O 和 0' 分 别 是 两 个 图 
的 圆心 、 我 们 把 这 个 角度 称 作 是 这 两 全 圆 的 夹 角 . 


图 1-7 图 1-8 
性 质 8 设 圆 O 和 圆 8 相交 ， 点 卫 在 此 两 圆 的 外 部， 
反 演 把 加 0 和 圆 2 分 别 变 成 圆 0 和 图 92、 则 圆 0 和 
圆 2 的 夹 角 等 于 圆 0' 和 图 9' 的 夹 角 . 
证 明 我 们 以 0.Q.0.0 分 别 表示 四 个 阅 的 圆心 . 令 
4'=n(4)、B' -mw(B), 其 中 妇 和 B 是 贺 0 和 加 2 的 两 个 
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交点 ， 从 性 质 2 的 证 明 可 知 ，4 和 了 3 是 圆 0' 和 图 2 的 
两 个 交点 , 并且 了 .4.4' 在 一 条 直线 上 ， 了 、O、O' 也 在 一 条 
直线 上 . 设 直线 PO 与 圆 0 交 于 点 0, 0'=w(0), 则 0 是 
直线 PO 与 圆 0' 的 交点 ( 见 图 1-8)， 由 于 P 了 A.P4 一 
PO.PO', 可 知人 40Pco 人 0'4'P， 从 而 


LOAP= ZA'OP= /L040 (DD) 
此 外 还 有 . 
L040= /004=180° ~ /AOP 
=180° — ZO’'4'P= 04'4. (2) 


将 (了 D 和 (2) 式 两 边 相 加 , 便 得 到 LOA4P xO'4'4， 同 样 
可 以 证 明 LQ4P 一 人 04'4， 将 后 两 式 相 加 ， 就 得 到 
人 L048= 040， 这 就 证 明了 性 质 3. 

现在 我 们 准备 利用 反 演 给 出 帕斯卡 定理 的 第 二 个 证 
明 ， 首 先 ,我 们 仍 需 要 两 个 预备 定理 这 两 个 预备 定理 本 身 
也 是 很 有 意思 的 .… . 

预备 定理 3 ( 交 册 劳 斯 (Menelaug, 公元 80 年 左右 ) 
定理 )， 在 次 4BO 的 三 边 4B.4O 和 BO 的 延长 线 上 分 别 
取 点 下 .2 和 了 ,如果 

AX BY OZ _ 


BY “OF 27  . 

则 卫 . 了 .三 点 在 一 条 直线 上 . 

”证明 设 直线 了 与 直线 B0 交 于 了 '( 图 1-9)， 我 们 
只 需 证 明 


BE“OF "AE \) 
»。I11» 


图 1-9 
因为 根据 此 式 和 定理 条 件 可 推出 
BY’ BY 
OF oF’ 


由 于 了 ' 和 了 均 在 直线 .BO 上， 从 而 必然 了 ' 一 了 ， 这 便 可 
以 证 明 卫 . 了 .ZZ 共 线 . 
为 证 (*) 式 ， 过 B 作 平 行 于 4G 的 直线 ， 与 忆 2 交 于 
也 由 BDY 42 可 知 1 
AX 47 BY’ BD 


BX BDYOY!’ OZ 

由 此 即 得 (*) 式 .这 就 证 明了 梅内 劳 斯 定理 . . 

预备 定理 4 设 01、 0.0s 是 大 小 均 不 相等 的 三 个 贺 ， 
和 是 圆 0; 和 圆 0 的 公 切 线 交点 , 了 是 贺 0。 和 图 0s 的 公 
切线 交点 , Z 是 圆 0, 和 圆 0s 的 公 切 线 交 点 ， 则 卫 、Y 了 、Z 
三 点 在 一 条 直线 上 . 

证 明 设 三 个 圆 的 圆心 分 别 为 01、0a 和 0s, 而 半径 分 
别 为 mma 和 ys( 图 1-10)， 不 难看 出 子 、0s、01 在 一 条 直 
线 上 , 并且 . 
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同样 地 | 
OoF _ a O82 _ 


Li 
OsF Ya” OF a 
于 是 OEY .OZ -1 


,. OX: OF OF 
由 梅内 劳 斯 定理 即 知 了 .了 .名 共 线 ,证 毕 . 
.帕斯卡 定理 的 第 二 个 证 明 令 有 如 一 且 4. 卫 BB 没 m 是 
以 及 为 中 心 以 4 为 半径 的 反 演 ， 由 于 总 了. 三 互 一刀, 从 而 
4 和 B 分 别 反 演 成 和 4 又 由 于 召 和 刀 在 过 民 的 同 
一 射线 上 ， 并 且 ， 由 圆 的 性 质 知道 ， 闷 盏 .总 万 一 总 本 , 交 万 
一 妇 , 故 m( 召 ) 一刀 和 (也 ) 一 如 .根据 反 演 性 质 2, ww 将 圆 0 
仍 变 成 某 个 圆 9， 但 是 圆 O 上 的 点 4、B、D、 如 分别 变 成 
卫 、 4、 了、 也 , 它们 应 当 在 圆 0 上 ,所 以 图 0' 等 于 圆 0。 换 
名 话说 , 反 演 将 圆 O 变 成 自身 . 设 a 是 一 个 很 小 的 角度 ， 
我 们 作 圆 2: 和 国 0 交 于 4.D 两 
点 , 若 且 这 两 个 圆 的 夹 角 为 a( 见 
图 二 革 )， 不 难看 出 , 对 于 给 定 的 
角 w, 满足 这 样 条 件 的 贺 Qi 是 存 
在 并 且 唯 一 的 , 类 似 地 , 我们 作 贺 
0 与 图 O 交 于 B 和 恕 ,并 且 夹 
角 为 oa, 再 作 圆 Qs 与 图 O 交 于 CO 和 也 ,并 且 夹 角 也 为 a. 注 
意 点 袜 、 了 、 艺 均 在 赂 :0 的 外 面 ， 而 当 角 a 很 小 时 ; 较 0 
9， 和 Qs 都 几乎 与 贺 0. 重 合 在 一 起 。 所 以 , 我 们 总 可 选取 
充分 小 的 5 角力 能 篆 工 、 了 和 仍旧 在 图 .Qu 923 和 za 的 外 面 
(其 所 以 这 样 作 ， 是 因为 我 们 要 利用 反 演 的 性 质 8). 由 于 辕 
。l13.。 


0 和 圆 2: 交 于 4 和 也, 并 且 夹 角 为 w 根据 反 演 性 质 3， 辆 
9, 通过 反 演变 成 的 圆 应当 与 圆 0 反 演 得 到 的 圆 交 于 
wn(4) 一 BB 和 xw(D) 一 恕 ,并且 夹 角 仍旧 是 a 但 是 圆 0 反 演 
后 仍旧 是 圆 0, 所 以 圆 Q: 反 演变 成 的 较 恰 好 是 加 Qa 于是， 
根据 反 演 性 质 2 证 明 的 后 面 所 述 ， 应 当 是 加 2, 和 加 0 
的 公 切 线 交点 ， 同 样 地 ,了 是 圆 9, 和 图 Qs 的 公 切 线 交点 ， 
Z 是 贺 2; 和 圆 Qs 的 公 切 线 交 点 ， 再 由 预备 定理 4， 即 知 
.了 .2 在 一 条 直线 上 . 这 就 证 明了 由 类 卡 定理 


疾 习题 (一 ) 

( 设 w 是 以 了 为 中 心 .以 为 半径 的 反 演 ) 

1. 对 于 卫 在 圆 内 的 情形 , 证明 反 演 性 质 2. 

2. 设 1 是 不 过 点 卫 的 一 条 直线 ， 试 问 反 演 = 将 直线 ? 
变 成 什么 图 形 ? 

8. 图 1-2 上 内 画 出 预备 定理 1 的 一 一 种 情形 .试问 还 可 
能 有 哪些 情形 ?对 于 这 些 情形 ， 试 给 册 项 备 定理 1 的 证 明 。 


3， 中 心身 多 


. ”一 一 -为 什么 覆 引 入 无 益 远 点 ? 、 
我 们 在 下 池 要 给 出 帕斯卡 定理 的 第 三 个 证 明 ， 这 个 证 
明和 第 二 个 证 明 在 想法 上 有 相似 之 处 ， 即 仍旧 利用 几何 图 
形 的 某 种 变换 ， 我 们 这 里 刻 染 用 的 变换 叫 中 心 射 影 . 这 种 
变换 在 射影 几何 中 是 极为 重要 的 . -| 
。 14， | 


“… 设 w 和 ww' 是 空间 的 两 个 相交 的 平面 , 交 线 为 I- 卫 是 
东 在 上 述 两 平面 内 的 一 个 点 。 对 于 平面 x 上 的 点 4, 如 果 
实 线 了 泽 与 平面 mw' 相交 于 点 汪 ， 我 们 就 把 平 商 上 的 点 妈 
变 为 平面 上 的 点 4 图 革 12)、 这 时 ; 称 点 出 建 点 秆 的 身 
影 ,而 点 卫 叫 作 船 影 中 心 ， 这 样 的 变换 叫 作 是 以 忆 为 中 心 
的 中 心 射 影 . 


图 1-13 


图 1-12 

但 是 , 我 们 在 使 用 “变换 ”这 一 词 的 时 候 需 要 小 心 、 因 
为 我 们 在 第 二 节 中 说 过 ， 变 换 需 要 是 一 一 对 应 。 如 果 P4 
磁 巧 与 平 画 zw 平行 , 那 末 点 4 在 平面 w 上 就 没有 射影 . 更 
一 般 地 , 过 厂 作 一 平 容 与 第 面 wv 平行, 那 末 这 平 茵 必 上 与 平 
面 w 搬 交 ,， 设 交 线 为 m, 则 对 于 直线 mm 上 任意 一 点 生 ,前 线 
忆 生 均 与 ww 平行 ,类 而 上 咸 .和 在 平 曾 w“ 土 没有 射影 、 于 是 ， 
整个 查 线 全 在 平面 上 者 没有 射影 (图 1 雹 )， 类 做 地， 
过 点 卫 作 平行 于 ”的 平面 ;与 平 曾 xw' 相交 于 直线 mw , 则 整 
个 宜 线 mw/ 上 的 点 都 不 是 平面 w 上 点 的 射影 为 了 使 得 中 
心 射影 是 一 一 对 应 , 我 们 需要 从 平面 中 和 中 分 别 挖 去 一 
祭 直 线 w 和 m'. 这 时 不 叭 看 出 ,中 心 射影 将 “有 颖 平面 "zr 变 
. 成 “有 细 平 面 ”rw 是 一 二 对应， 但是, 如果 取 不 同 的 点 卫 作 
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为 射影 中 心 ， 我 们 需要 在 平面 w 和 ww' 中 控 去 不 同 的 直线 ， 
如 果 我 们 想 要 同时 研究 从 平面 r 到 平面 w' 的 许多 个 中 心 
射影 , 那 就 要 把 两 个 平面 挖 得 个 七 零 八 落 , 这 实在 不 是 一 件 
令 人 愉快 的 事情 ， 1689 年 , 德 沙 格 想到 ， 为 了 中 心 射影 是 
一 一 对 应 ， 我 们 固然 可 以 把 平面 = 中 没有 射影 的 一 条 直线 
m 挖 掉 ， 但 是 为 什么 不 可 以 在 平面 mx' 中 添加 一 条 直线 , 使 
得 直线 mn 射影 到 它 的 上 面 呢 ? 事 实 上 ,德国 天 文学 家 开 普 勒 
(J. Kepler, 1571~1680) 就 已 经 
想到 了 这 一 点 . 

我 们 把 点 卫 想 象 成 是 太阳 ， 
取 平 面 w 上 任 一 条 直线 n， 过 直 ” 
线 n 和 该 直线 外 的 点 卫 可 作 唯一 
的 平面 rc. 如 果 直 线 与 直线 7 
相交 Q 是 平面 w 和 w 的 交 线 )， 设 46. 是 它们 的 交点 ， 则 
io 同时 在 平面 c 和 ww 上， 从 而 平面 0 和 mw' 相交 . 设 交 
线 为 w. 不 难看 出 , 太阳 卫 照射 在 平面 w 中 的 直线 n 上 时， 
在 平 区 ww 中 投射 的 影子 就 是 直线 愉 。 不 过 ， 若 4 是 nw 上 
一 点 ;而 光线 P4 与 平面 中 平行 时 ， 点 4 在 平面 x' 上 没 
有 投影 .让 我 们 设想 有 一 个 人 从 点 如 沿 着 直线 m 走向 点 
4( 见 图 1-14)。 那 末 当 他 通过 点 41、42、… 时 ,他 在 直线 wv 
上 的 影子 会 距离 点 如 愈 来 愈 远 ; 当 他 很 接近 点 4 的 时 候 ， 
他 的 影子 落 到 距离 4o 非常 远 的 地 方 ， 所 以 点 4 的 影子 莫 
在 直线 wv 的 “无 穷 远 " 点 上 ， 因 此 ,我 们 需要 在 直线 w* 土 浅 
加 一 个 无 穷 远 点 ,使 得 点 其 投 影 到 它 土 面 ， 如 果 这 个 人 从 
。 16 。 


点 4 继续 向 前 走 , 一 直 走 到 直线 % 的 无 穷 远 处 4.., 那 米 术 
阳 照 在 他 旁 上 的 光线 与 直线 m” 平行 ， 从 而 这 条 光线 与 直线 
(次 于 一 点 4 于 是 点 4 就 是 m 上 无穷 远 点 指 投影 点 ， 
所 以 ,如果 直线 和 .nf 均 分 别 添加 一 个 无 穷 志 点 ， 那 未 直 
线 元 上 的 每 个 点 在 直线 w 上 均 有 唯一 的 投影 ,而 直线 上 
前 每 个 点 也 都 是 直线 m 土 唯一 的 一 个 点 的 投影 换 句 话说 ， 
以 己 为 中 心 的 中 心 射影 ， 是 添加 子 无 穷 远 点 之 后 的 直线 % 
和 光 之 间 的 一 一 对 应 , 即 是 一 个 变换 , 


如 果 过 直线 P4 作 另 一 平面 0, 与 平面 mw 和 ww 分别 交 
子 直 线 m 和 m' (图 1-15), 那 末 由 太阳 卫 发 出 的 光线 ; 把 平 
面 o 中 的 直线 mm 投射 为 平面 o 中 的 直线 mm 由 于 P 和 4 和 
平面 x' 平行 ， 所 以 直线 m%' 和 w 均 与 PA 平行 , 于 是 
m' /wy 但是, 痢 线 和 和 史上 的 无 穷 选 点 是 同一 个 点 4 的 
投影 ， 所 以 直线 和 mm’ 的 无 穷 远 点 应 当 是 同一 个 点 ， 换 
甸 话 说 ， 在 平面 0' 上 彼此 平行 的 各 应 当 尖 加 一 个 公 并 的 
无 穷 远 点 ， 

另 一 方面 , 设 直线 是 过 卫 且 平行 于 zz/ 的 平面 和 平面 
w 的 交 线 ; 则 恰好 是 直线 7 上 的 点 均 投 射 成 平面 w’ 中 的 无 
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穷 远 点 ， 设 % 和 m’ 是 平面 m' 中 两 条 相交 直线 ,交点 为 
4 如果 愉 和 mw 分 别 是 平面 m 中 直线 m 和 mn 的 投影 , 而 
点 4 是 中 点 4 的 投影 , 那 末 点 4 是 直线 mw 和 mm 的 交点 ， 
由 于 4 不 是 w' 中 的 无 穷 远 点 ， 所 以 点 4 不 在 直线 了 上， 
于 是 两 条 不 同 的 直线 m 和 m 不 可 能 再 与 直线 7 交 在 同一 个 
点 上 、 换 句 话说， 直线 w 上 的 无 穷 远 点 和 直线 m 上 的 无 
穷 远 点 应 当 是 不 同 的 , 这 就 表明 平面 mw' 上 任意 两 条 相交 直 
线 所 添加 的 无 穷 远 点 应 当 是 不 同 的 ， 景 后 , 由 于 平面 w 上 
的 全 部 无 穷 远 点 恰好 是 平面 x 中 直线 7 的 投影 ， 因 此 我 们 
自然 要 把 平面 w' 中 全 部 无 穷 远 点 看 成 是 形成 一 条 直 
线 一 “元 穷 远 直线 ”. 

如 上 所 述 ， 我 们 把 一 个 网 氏 平面 w' 扩大 成 下 面 的 样 
子 ,每 条 直线 都 添加 一 个 无 穷 远 点 , 彼此 平行 的 直线 要 添加 
同一 个 公共 的 无 穷 远 点 ， 所 有 添加 的 无 穷 远 点 看 成 是 一 条 
无 穷 远 直 线 ， 我 们 把 这 个 扩大 了 的 平面 叫 作 是 射影 平面， 
仍 表示 为 x': 而 添加 了 一 个 无 穷 远 点 的 直线 和 那 条 无 穷 运 
直线 ,都 叫 作 是 射影 直线 ， 这 个 射影 平面 ,就 是 本 书 中 所 要 
谈 的 平面 射影 几何 的 基本 研究 对 象 

以 上 我 们 是 考虑 把 平面 上 的 点 4 投影 成 平面 x 上 
的 点 4， 如 果 我 们 考虑 将 平面 5 的 点 投射 到 平面 m 上 , 那 
末 根 据 本 节 一 开始 关于 中 心 投影 的 定义 , 点 4 应 当 是 点 么 
的 投影 了 ， 所 以 ,平面 x 和 平面 x' 的 地 位 是 一 样 的 。 如 果 
把 平面 < 象 x' 中 那样 用 同样 的 方式 也 扩大 成 射影 平面 , 不 
难 想 象 ， 以 了 为 中 心 的 中 心 射影 将 射影 平面 mw 上 每 个 点 都 
»。18.。 


揣 成 射影 平 而 = 上 的 唯一 的 一 个 点 ; 同 于 ， 射 影 平面 w' 圭 
每 个 点 都 是 射影 平面 ws 上 了 唯一 的 一 个 点 的 投射 换 句 话 
说 ,中 心 射影 是 射影 平面 = 到 射影 哩 而 w' 的 一 个 变换 . 并 
且 , 不 难看 出 , 中 心 射影 把 射影 平面 nw 上 的 每 条 射影 直线 均 
变 成 射影 平面 w" 上 的 一 条 射影 直线 .那么 , 一 条 弯曲 的 曲 
线 会 投射 成 什么 样子 呢 ? 计 我 们 举 一 些 例子 ， 
[ 例 卫 最 简单 的 曲线 当然 是 圆 . 设 乎 本 mn 上 有 一 
个 圆 0， 平 面 严 的 外 面 丰 一 
点 也, 并 且 假 定 由 了 到 平面 
m 所 作 的 季 线 恰好 通过 阅 O 
的 圆心 .于 是 在 空间 我 们 得 
到 一 个 以 卫 为 项 以 贺 0 为 
弃 的 正 回 欠 面 ( 见 图 1-17)， 
现在 我 们 用 不 过 顶点 卫 的 另 
一 个 平面 w' 去 截 这 个 正 加 é — 
锥 面 , : 则 所 得 的 截 线 1 就 是 Ll 
圆 O 在 以 卫 为 中 心 的 中 心 射影 作用 下 的 投影 曲线 ， 平 面 
w' 把 上 述 正 蜀 锥 面 截 成 两 半 ， 为 了 腊 消 1 是 一 如 件 么 梯 
的 曲线 ， 让 我 们 作 一 个 球 0/ 内 切 于 上 一 半 , 再 作 一 个 妹 人 
内 切 于 下 一 半 .。 于 是 球台 于 平面 w' 切 于 一 点 也, 球 08 与 
平面 m' 切 于 点 轧 。 现在 取 曲 线 ! 上 任意 一 点 忆 ，' 则 家 线 
PX 同时 与 球 2 和 9 相 切 ， 这 是 由 于 正 圆锥 的 侧面 与 两 
个 球 相 切 ， 所 以 正 圆 匆 的 每 条 棱 均 与 这 两 个 球 相 切 ， 特 别 
地 ,直线 PY 与 两 个 球 相 切 ， 设 P 与 球 Q 和 0' 的 切 点 
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分 别 为 了 和 了 ， 注 意 球 8 和 球 9' 与 正 圆 锥 的 切线 均 是 
与 平面 = 平行 的 圆 ， 所 以 当 点 了 在 曲线 1 上 变动 时 ,点 
和 了 ' 分 别 在 这 两 个 切 圆 上 变动 ， 但 是 了 的 长 度 是 保持 
一 定 的 . 

现在 我 们 连结 卫 也 和 肝 了 . 由 于 平 x/ 与 两 个 球 也 
相 切 ,而 且 万 入 FF' 均 在 平 丽 w' 上 ;所 以 全 也 和 怀 了 7 分 
别 是 球 Q 和 -0 的 切线 ， 于 是 .了 也 生产 是 点 卫 对 于 球 
人 的 两 条 切线 ，F 和 了 是 两 个 切 点 , 因此 县 户 = 对 了 了， 同 
样 地 , 全 所 一 厂 P， 于 是 了 了 P+ 守卫 人 XY + XY 了 YY 
但 是 , 当 之 在 曲线 1 上 变化 时 ;PY 的 长 度 保持 不 变 , 所 以 
曲线 1 是 平面 w' 中 耻 离 两 个 定点 了 了 和 "的 长 度 之 和 为 党 
数 的 点 的 轨迹 。 我 们 知道 ， 这 个 轨迹 ( 即 曲线 中 是 一 个 椭 
另 ” 所 以 ,以 了 为 中 心 的 中 心 射 影 把 回 0 变 成 平面 w 中 
的 一 个 椭圆 

六 忆 盆 来 使 向 上 倾斜 时 ， 即 平面 4 和 平面 
的 夹 角 愈 来 愈 大 时 ,所 截 出 的 椭圆 1 的 形状 则 愈 来 食 扁 ( 当 
平面.x' 与 平面 平行 时 ,1 是 一 个 不 扁 的 棋 圆 ， 即 是 一 个 
贺 )， 所 以 , 利用 中 心 射 影 , 可 以 把 加 投射 成 任何 “ 扁 度 ”的 
椭圆， 如 果 我 们 保持 平面 m' 的 倾 度 不 变 而 上 下 移动 , 则 截 
出 的 椭 贺 具有 同样 的 “ 遍 度 "， 从 而 截 出 各 种 大 小 的 彼此 
相似 的 椭 加 ， 这 样 一 来 ， 任 何 一 个 椭圆 都 可 由 贺 9 利用 中 
心身 影 而 得 到 ， 或 者 换 句 话说 (交换 平面 w 和 平面 ws 的 地 
位 )， 任 何 一 个 椭 贺 都 可 利用 一 个 适当 的 中 心 射影 变 成 合 
0， 于是， 任意 两 个 椭圆 都 可 利用 一 个 适当 的 中 心 射影 把 
。20 。 


其 中 的 二 个 变 成 另 一 个 、 

( 例 鸭 “上 一 全 改 明 ， 任 意 两 个 精 贺 利用 中 心 射 散 冰 
以 饱 黄牛 的 一 个 变 成 另 一 个 .事实 上 还 森 仅 如 雍 ， 我 科 到 
平面 使 点 卫 夹 在 平面 sw 和 之 间 ( 见 图 二 18G), 则 平 
面 w' 截 出 一 条 双 上 曲线 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 ，- 和 椭圆 的 
情形 一 类 ， 当 平面 m' 以 各 种 方式 变动 时 ,可 以 截 出 所 有 的 
双 注 娱 来 ， 因 此 ,利用 中 心 射影 所有 的 双 曲 线 都 可 变 成 
贺 , 从 而 它们 和 所 有 梢 阅 都 可 以 相互 变换 , 最 后 ,平面 交还 
训 以 稚 出 各 种 外 物 线 来 (如 图 1-18(ii) 及 示 )， 疼 起 来 , 利 
用 中 心 射影 ， 我 们 可 以 把 任意 一 条 团 欠 曲线 变 成 任意 二 条 
向 锥 曲线 .， 册 此 可 见 ， 中 心 投射 相当 灵 少 ， 具 有 很 大 的 万 


的 的 Gi) 
图 1-18 


有 的 这 者 或 许 感到 光 刘 不 和 椭圆 是 一 条 封闭 曲线 , 而 

双 曲 线 和 抛物 线 都 是 “ 沿 口 ”的 , 并 且 双 曲线 又 有 两 个 分 支 ， 
它们 怎么 可 能 相互 变换 呢 ? 有 这 样 想法 的 人 还 是 把 这 些 加 
锥 曲线 看 成 了 通常 欧 居 平 商 中 的 几何 图 形 ， 他 们 忘记 了 我 
们 总 在 谈 射 影 九 倍 ; 要 把 加 锥 曲线 看 成 是 射影 平面 中 的 几 
铭 图 形 ， 北 如 说 ;对 于 图 二 19 中 所 示 的 双 曲 组， 直线 1 和 
.21。 


m 是 该 双 曲线 的 两 条 渐 近 线 ， 设 玉 和 MM, 分 别 是 直线 1 
各 上 的 无 穷 远 点 。 由 于 直线 ! 各 相交 ,所 以 I。 和 MM. 
是 两 个 不 同 的 无 穷 远 点 , 当 渐 近 线 无 限 延伸 时 , 与 两 条 渐 近 
线 愈 来 全 接近 ， 所 以 这 条 渐 近 线 是 经 过 无 穷 远 点 M。 和 
,的 .我 们 可 以 想象 从 点 Ls 出 发 , 沿 着 双 蝎 线 的 一 个 分 支 
运动 ， 一 直 走 远 到 另 一 个 无 穷 远 点 N。 (如 图 1-19 中 箭头 
所 示 ), 又 从 另 一 侧 沿 着 双 曲 线 的 另 一 个 分 支 回来 ， 再 走 到 
并- 去， 所 以 双 曲 线 在 射影 空间 中 也 是 一 条 封闭 曲线 ， 同 
样 地 , 图 1-19 所 示 的 抛物 线 的 两 端 无 限 延伸 时 , 斜 度 愈 来 
愈 接近 它 的 对 称 轴 ( 即 直线 四) 的 斜 度 ， 所 示 两 端 部 走 到 直 
线 n 上 的 无 穷 远 点 W-。 于 是 抛物 线 也 成 为 一 条 封闭 的 上 曲 
线 ， 所以, 双 曲线 与 无 穷 远 直 线 交 于 两 点 Ls 和 M-， 即 无 
穷 远 直线 是 双 曲 线 的 割 线 ， 而 抛物 线 与 无 穷 远 直 线 只 交 于 
一 点 W-, 即 无 穷 远 直 线 是 抛物 线 的 切线 ， 最 后 , 椭圆 与 无 
穷 远 直线 不 相交 ， 在 射影 平面 中 ， 这 三 类 圆锥 曲线 的 区 别 
仅 此 而 已. 


明 1-19 ” 四 
5 俩 32 如 果 平 面 m 和 m 平行， 或 者 采用 射影 几何 的 
语言 ,如 果 平 面 w 和 和 w 相交 于 它们 的 无 穷 远 直线 .不 难 证 
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明 ， 从 这 两 个 平 画 之 外 的 任意 一 点 卫 作 中 心 射影 ， 一 定 把 
平面 zw 中 每 个 几何 图 形变 成 平面 w' 中 一 个 与 它 相似 的 凡 
何 图 形 . 当 平面 对 w 作 平行 移动 时 ,可 以 投射 出 任意 大 
小 的 粗 似 图 形 ， 记 以 ,利用 中 心 射影 ,我 们 可 以 把 任意 两 个 
相似 的 几何 图 形 中 的 一 个 变 成 另 一 个 

为 了 今后 叙述 方便 , 现在 我 们 引进 一 些 术语 . 设 也 和 
"是 两 个 平面 几何 图 形 ， 如 果 首 过 有 限 次 的 中 心 射 影 变 
换 可 刀 把 图 形 也 变 戒 图 形 无 ， 那 么 “ 反 其 道 而 行 之 ”， 我 
们 也 可 以 通过 有 限 次 中 心 射影 把 天 变 成 了 这 时 ， 我们 
就 称 图 形 也 和" 是 庙 彩 等 价 的 ， 如 果 图 形 斑 和 图 形 柬 / 
射影 等 价 ;而 图 形 F' 和 ”又 射影 等 价 , 则 图 形 了 必然 与 
”也 射影 等 价 ( 为 什么 ?)。 所 以 ,几何 图 形 分 成 许多 射影 
等 价 类 ， 在 同一 个 射影 等 价 类 中 的 任意 两 个 几何 图 形 都 是 
射影 等 价 的 , 而 不 同等 价 类 中 的 几何 图 形 是 不 射影 等 价 的 ， 
即 不 能 通过 有 限 次 中 心 射影 将 其 中 一 个 图 形变 成 另 一 个 . 
“平面 图 形 的 射影 等 价 分 类 ; 是 平面 射影 儿 何 的 一 个 基 
本 问题 :“ 换 名 话说， 平面 射影 几何 要 弄 清 哪些 图 形 人 彼此 身 
影 等 价 ;: 娜 些 则 不 是 ， 例 如 , 直 鲍 2 可 知 , 所 有 的 图 能 曲线 
都 是 彼此 出 影 等 价 的 , 进而 ,由 于 平面 在 回 锥 体 土 只 能 截 出 
图 锥 曲线 来 (这 正 是 精 圆 . 双 曲 线 和 抛物 线 其 所 以 统称 作 图 
锥 曲线 的 原因 )， 所 以 与 加 射影 等 价 的 只 能 是 圆锥 曲线 .于 
是 全 体 立 锥 曲线 形成 一 个 射影 等 价 类 ，( 注 意 ; 平面 还 可 与 
圆锥 体 截 出 两 条 相交 直线 来 , 但 是 它 不 是 加 的 中 心 射 影 .) 

[ 例 色 - 设 人 4hBO 和 人 A4'B'O' 是 任意 两 个 三 角形 . 
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我 们 首先 取 人 A4iBiO 与 人 4BO 相似, 并且 41B1 一 4B'. 
根据 例 8,， 可知 AdBO 和 A4iBiOi 是 射影 等 价 的 ， 然 后 


OP , 将 4B' 与 44Bi 这 商 条 相等 的 
“<| 边 重 合 在 一 起 ， 取 相交 于 这 条 
a 重 边 的 任意 两 个 不 同 的 平面 

: 7 人 Po、 和 和 而 把 ' 人 4:BIOY 和 
B=-B A4'BO' 分 别 放 在 平面 下 和 

1-20 zl 上. :连结 O40', 并 在 这 条 直 


线 上 取 另 外 一 点 P， 则 以 卫 为 中 心 的 中 心 射影 把 点 01 变 
成 点 0'， 辣 时 点 4 和 B' 均 保持 不 动 ， 于 是 作 41Bi01 变 
成 人 4'B'O0'， 即 人 41B0i 和 人 和信 4B'O' 射影 等 价 ， 所 芯 ， 
任意 两 个 三 角形 和 4BO 和 人 人 438'0' 都 射影 等 价 ， 另 一 方 
面 ,因为 中 心 射影 把 直线 变 成 直线 , 由 此 即 知 中 心 射影 把 三 
角形 只 能 变 成 三 角形 , 即 三 角形 只 能 和 三 角形 射影 等 价 . 于 
是 , 我们 证 明了 : 所 有 三 角形 组 成 一 个 射影 等 价 类 ， 由 于 三 
角形 由 三 个 顶点 所 完全 决定 ,所 以 我 们 也 可 以 说 成 ;通过 有 
限 次 (由 以 上 所 述 可 知 只 需 两 次 ) 中 心 射影 可 以 把 平面 上 任 
意 三 个 不 共 组 的 点 变 成 另外 三 个 不 共 线 的 点 . 允 由 于 三 角 
形 也 由 它 的 三 条 边 所 完全 决定 ,所 以 我 们 又 可 说 成 : 通过 有 
限 次 中 心 射影 ， 可 以 把 平面 上 任意 三 条 不 共 点 的 射影 直线 
变 成 另外 三 条 不 共 点 的 射影 直线 特别 地 , 平面 上 的 所 有 
射影 直线 都 是 射影 等 价 的 ， 于 是 ， 所 有 的 射影 直线 组 成 一 
个 射影 等 价 类 . 

[ 例 本 ”现在 把 射影 中 心 卫 移 到 高 平面 w 和 ww 非常 
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远 的 地 方 去 ， 即 移 到 空间 的 一 个 无 穷 远 点 ，. 则 南 卫 引出 的 
射线 是 空间 中 的 一 些 平行 线 . ;就 好 象 \ 
太阳 离 我 们 非常 之 远 ， 可 以 把 阳光 和 看 
成 是 平行 光束 酒 在 地 球 上 一 样 ， 设 4 
是 平面 w 中 的 一 个 无 穷 远 点 ， 由 于 卫 
也是 无 穷 远 点 ， 所 以 直线 P4 是 空间 
的 一 条 无 穷 远 直线 ， 于 是 直线 卫 4 上 图 .1-24 
的 每 个 点 都 是 空间 的 无 穷 远 点 ， 特 别 地 ,点 4 在 平 鞠 中 上 
的 投影 点 4' 是 无 穷 远 点 ， 换 句 话说 , 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 
中 心 射影 把 平面 x 的 无 穷 远 点 变 成 平面 w' 的 无 穷 弟 点， 从 
而 把 平面 m 的 无 穷 远 直线 变 成 平面 m' 的 无 穷 远 直 线 ， 央 
此 , 对 于 平面 ww 上 任意 两 条 平行 直线 mw 和 %, 它们 交 于 无 穷 
远 点 4, 则 这 两 条 平行 线 在 平面 w 中 的 投影 m 和 ww 交 于 
无 穷 远 点 4', 即 直线 m/ 和 w: 也 是 平行 的 ， 扬 以, 以 无 穷 远 
点 为 中 心 的 中 心 射 影 把 平行 直线 变 成 平行 直线 ， 这 件 事 用 
立体 几何 也 可 以 直接 证 明 ， 我 们 
留 给 大 家 作为 习题 . 

现在 设 从 无 穷 远 点 卫 投向 
平面 w 的 射线 均 与 平面 mw 垂 二。 
这 时 , 对 于 平面 四 上 的 一 个 圆 0， 
它 与 P 到 圆周 各 点 的 平行 射线 图 
成 一 个 直 贺 柱 体 ， 用 任意 一 个 平 ，: 
面 w' 截 此 直 圆 柱 , 其 截面 都 是 椭 
图， 这 可 以 象 例 工 那样 类 似 地 证 


明 (参见 图 1-22)， 改变 平面 w' 的 倾斜 度 ， 可 以 得 到 任意 
形状 的 椭圆 , 因此 , 利用 中 心 为 无 穷 远 点 前 中 心 射影 , 我 们 
把 任意 一 个 椭 回 变 成 圆 . 


练习 题 (二 ) 

1. 利用 立体 几何 , 直接 证 明 ， 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 中 
心 射 影 将 平行 直线 变 成 平行 直线 ， 

2. 证 明 ， 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 中 心 射影 , 可 以 把 在 意 
双 册 线 变 成 任意 双 曲 线 ,把 任意 抛物 线 变 成 任意 抛物 线 ; 但 
是 不 能 把 椭圆, 双 曲 线 和 抛物 线 中 的 一 个 变 成 男 一 个 . 

8. 证明 用 图 1-18 的 (Gi) 和 (iii) 所 示 的 平面 w' 去 截 正 
圆锥 , 所 得 截 线 分 别 是 双 曲 线 和 抛物 线 . 四 

4. 设 卫 了 '.F” 是 射影 平面 上 三 个 几何 图 形 , 如 果 了 了 
和 了 ' 射影 等 价 , 7F" 和 了 ”射影 等 价 , 则 也 和 了 ”也 射影 等 
价 . 


4. 用 射影 几何 解 题 


一 一 - 放 白 卡 定理 的 第 三 个 证 明 
现在 我 们 利用 中 心 射影 绘 出 帕斯卡 定理 的 第 三 个 证 
明 。 我 们 还 要 利用 中 心 射 影 证 明 平面 九 何 中 另 一 些 美妙 的 
定理 ， 其 中 包括 著名 的 德 沙 格 定理 和 帕 普 斯 定理 ， 在 区 之 
前 ,我 们 需要 讲述 射影 几何 中 的 另 一 个 重要 概念 . 
我 们 从 上 一 节 可 以 看 出 ， 中 心 射影 可 以 把 一 个 平面 图 
。26，。 


形变 成 与 它 形 状 完全 东 同 的 噶 一 个 儿 何 图 形 ， 但 是 ,我 们 
总 不 能 利用 有 限 次 中 心 峙 影 把 任意 两 个 及 何 图 形变 来 变 
去 ， 例 如 一 条 直线 就 不 能 变 成 一 个 圆 .” 这 说 明 ; 中 心 射 影 
总 要 保持 平面 图 形 的 某 些 性 质 : 我 们 在 上 一 节 例 寺中 看 到 ， 
任意 两 个 三 角形 都 是 射影 等 价 的 ;特别 地 , 中 心 射影 可 以 
把 任意 一 个 线段 变 成 另 一 个 线 改 ， 所 以 中 心 射影 可 以 改变 
线段 的 长 度 .， 同样 可 知 , 中 心 射影 可 以 改变 两 条 直线 的 夹 
角 , 也 可 以 改变 三 角形 的 面积 ， 所 以 , 长 度 . 角度 、 面 积 , 这 
些 欧 氏 几何 中 性 质 在 中 心 射影 之 下 是 可 以 改变 的 . 但 是 ， 
中 心 射影 一 定 把 射影 直线 变 成 射影 直线 ， 如果 点 4 是 三 
条 射影 直线 1 .mm 和 一 的 交点 ， 某 个 中 心 射影 把 这 三 条 射影 
直线 分 别 变 成 Ym 和 ww 把 点 .4 变 成 点 4 和 , 则 点 4 同时 
在 Vm 和 内 上， 所以, -中心 射影 把 交 于 一 点 的 三 条 射影 
直线 变 成 交 于 一 点 的 三 条 射影 直线 ， 类 似 地 , 中 心 射 影 必 
然 把 在 一 条 射影 直线 上 的 三 个 点 变 成 在 另 一 条 射影 直线 上 
的 三 个 点 。 因 此 : “二 圈 共 点 和 "三 点 大 线 这 两 个 性 质 在 
中 心 射影 之 下 是 保持 不 变 的 . 

一 般 地 ， 设 尽 是 平面 几何 图 形 的 某 个 性 质 ， 如 果 中 心 
射影 将 此 性 质 尽 保持 不 变 , 我 们 就 称 8 为 射影 不 变性 ， 如 
果 一 个 几何 量 召 在 中 心 射 影 下 保持 不 变 , 我 们 称 忌 为 射影 
不 变量 .例如 , “三 点 共 线 "和 “三 线 共 点 ” 均 是 射影 不 变性 ， 
而 “两 直 线 甜 直 ” 不 是 射影 不 变性 ， 这 是 因为 两 直线 垂直 
当 于 说 夹 角 为 99"， 但 是 “角度 "不 是 射影 不 变量 .同样 地 ， 
“发 度 ? “面积 * 也 都 不 是 射影 不 变量 (我 们 至 今 还 没有 一 个 
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条 桩 的 射影 不 变量 , 这 留 在 下 一 章 再 讨论 )， 又 比如 , 平 二 
上 两 个 几何 图 形 相 切 , 意味 车 它们 恰 有 一 个 交点 ,这 显然 是 
射影 不 变性 .所 以 “两 图 形 相 切 "是 射影 不 变性 . 
现在 我 们 以 射影 几何 的 眼光 看 一 看 粕 斯 卡 定理 .第 工 
节 中 的 帕斯卡 定理 是 关于 圆 内 接 六 边 形 的 性 质 ， 但 是 这 些 
性 质 没 有 涉及 到 长 度 、 角 度 .面积 等 概念 ,而 只 涉及 到 直线 、 
直线 的 交点 、 三 点 共 线 这 样 一 些 性 质 ， 这 些 都 是 射影 不 变 
性 . 所 以 ,帕斯卡 定理 车 对 于 圆 成 立 , 那么 对 于 任意 一 个 和 
圆 射影 等 价 的 曲线 ， 即 任意 一 个 圆锥 曲线 也 应 当成 立 ( 注 
意 : 我 们 在 上 节 例 2 中 说 过 , 在 射影 平面 中 ， 每 条 图 锥 曲线 
都 是 一 条 封闭 曲线 ,所 以 均 可 以 作 内 接 六 边 形 ). 尖 此 烛 斯 
卡 定理 现在 可 以 写成 下 面 的 样子 ， 
帕斯卡 定理 设 480DEE 是 某 圆锥 曲线 7 的 内 楼 六 
边 形 . 48 和 DB 交 于 点 节 ,， BO- 和 加 PF 交 于 点 了 OD 各 
4 琅 交 于 点 2, 则 了 .了 .Z 在 一 条 (射影 ) 直 线 上 . 
证 明 有 了 以 上 种 种 准备 ， 现 在 证 明 帕 斯 卡 定理 就 非 
常 简单 了 . 下 于 定理 中 叙述 的 均 是 射影 不 变性 质 , 所 以 允 
许 我 们 作 中 心 射影 变换 , 因此 ,我们 
不 妨 假 定 定 理 中 的 圆锥 曲线 1 就 是 
一 个 贺 ， 因 为 任意 圆锥 曲线 均 射影 
- 等 价 于 图， 设 圆 ! 在 平面 xw 上、 在 
“平面 wz 外 取 一 点 卫 , 则 点 卫 到 图 
图 423 . 的 射线 转 成 一 个 图 锥 .由 于 于、 
均 在 圆 1 的 外 部 ,我 们 总 可 以 找到 一 个 平面 w', 使 此 平面 ov 
。 323 ， 


平行 于 由 点 了 .于 .了 Y 所 决定 的 平面 ,并且 平面 =' 在 圆 能 上 
截 出 一 个 椭 回 (参见 图 1-38)， 这 时 , 射线 PZ 和 PY 均 
平行 于 平面 w。， 从 而 以 卫 为 中 心 的 中 心 射影 把 下 和 了 变 
成 平面 x’ 中 的 无 穷 远 点 ' 和 了 ', 于 是 直线 节 了 变 成 平面 
w’ 中 的 无 穷 远 直线 ， 圆 1 变 成 糊 圆 Y。 辆 1 的 内 接 六 边 形 
4BODBF 变 成 椭圆 7 的 内 接 六 边 形 4'B'O'D'B'F', 4A’'B' 
和 .D'' 交 于 无 穷 远 点 及， 从 而 41B'Y D'B'. 同样 地 , 
BO'V] B'F'， 设 点 如 变 成 平面 w' 中 的 点 多， 那 末 ， 为 了 
证 明和 和 孚 .了 共 线 , 即 证 明 2 在 直线 了 了 上 , 我们 只 要 
证 明 2' 在 无 穷 远 直线 卫 了 ’ 上 即 可 , 换 句 话说 , 我 们 只 需 证 
明 和 也 是 无 穷 远 点 。 而 这 又 相当 于 说 证 明 CD] 4F' 
于 是 , 我们 只 需 证 明 下 面 的 定理 ; 

定理 设 4BODEF 是 椭圆 1 的 内 接 六 边 形 ， 如 果 
AB/ DE BO BEF, ODY AF. . 

证 明 椭圆 的 这 个 性 质 仍 然 不 是 件 容易 的 事情 ， 但 是 幸 
好 我 们 在 上 一 节 例 5 中 讲述 了 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 中 心身 
影 , 它 可 把 任意 楼 贺 变 成 一 个 圆 ， 并 且 保 持 直线 的 平行 性 ， 
所 以 我 们 只 需 对 1 是 圆 的 情形 证 明 土 述 定理 就 可 以 了 ， 而 
这 是 中 学 生 可 以 作 的 , 因为 (参见 图 1-24)., 由 4B/ DB 可 
知 Lom= Coa， 由 BO/ BF 可知 人 Bt 一 之 8s。。 再 由 圆 内 
接 四 边 形 的 性 质 可 知 Lmst+ 和 Bs+ Ly 和 oa 十 人 E: 
十 Ce 均 是 180". 由 于 Last 人 Bs= 人 ww 十 人 Bs, 从 而 人 人 % 
一 人 Ly， 于 是 CODYf 4F， 这 就 证 明了 上 述 定理 。， 从 而 也 就 
完成 了 关于 圆锥 曲线 的 帕斯卡 定理 的 证 明 
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| 图 124 . 图 1-25 
现在 我 们 采用 同样 的 办 法 再 证 明 一 些 优 美的 定理 ， 


1689 年 , 德 沙 格 给 出 下 面 一 个 重要 定理 ,: 
德 沙 格 定理 设 和 4BC 和 和信 4'8'0' 的 对 应 顶点 连 


线 44、BB' 和 00’ 交 于 一 点 , 则 三 组 对 应 边 的 交点 在 二 条 


直线 上 ， 

证 明 设 4B 和 4B' 交 于 其 BO 和 B'0' 交 于 了 ， 
04 和 0'4' 交 于 2Z， 我 们 要 证 卫 、 了 、Z8 三 点 共 线 ( 见 图 
1-25).， 由 于 定理 中 所 涉及 的 都 是 射影 不 变性 ,所 以 我 们 不 
妨 设 直线 和 了 是 元 穷 远 直线 .于 是 4BJ 4'B', BOY B'O'. 
为 了 证 明 Z 在 无 窃 远 直线 至 了 上 , 只 需 证 O04Y0'4'. 而 
这 十 很 容易 的 ( 昂 图 1-26).; 由 48BY 4'B 可 条， 


PA:_. PB 
PE4 PB 

由 BOV BO' 可 知 四 
£8 PO 
PB’ PO 

- P4 Po 
于 是 、 “PA PO . 


从 而 40 14'0'， 这 就 证 明了 德 沙 格 定 理 、 
。30 。 


略 1-26 图 1-27 
下 一 个 定理 是 公元 前 300 年 希腊 数学 家 以 普 斯 
(Pappus) 发 现 的 . 


帕 普 斯 定理 ” 设 同 一 平面 上 有 两 条 不 同 的 直线 1 和 
VY. 4 如 和 是 直线 1 上 三 点 ，B、D. 了 是 直线 1 上 的 三 
点 .如果 直线 4B 和 万 刀 交 于 并 , BF 和 BO 交 于 Y, 4F 
和 和 0D 交 于 2Z, 则 节 . 了 .2 三 点 在 一 条 直线 上 (图 1-27). 
.证明 ” 帕 普 斯 定理 只 涉及 射影 不 变性 质 ， 所 以 我 们 可 
设 了 了 是 无 穷 远 直 线 ， 于 是 4BY EBD, BOY FB. 为 了 
证 明 2 也 在 无 穷 远 直线 下 FY 上 ,只 需 证 CDfAF, 而 这 是 
-很 容易 的 ( 见 图 1-28)， 由 4BYf BD 和 BOJ FB 可知 


于 是 和 一 站， 
从 而 ODf/ AF， 这 就 证 明了 帕 普 斯 定理 . 
下 面 是 德 沙 格 定 理 的 逆 定 理 , 它 可 以 类 似 地 证 明 , 留 给 
读者 作为 习题 , 
德 沙 格 定理 的 着 定 理 ”两 个 三 角形 三 组 对 应 边 的 三 个 
”交点 在 一 条 直线 上 , 则 三 组 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 . 
。 821， 


图 1-&8 


现在 我 们 用 上 述 诸 定理 解决 几 个 几何 问题 . 

[ 例 1] 和信 4BC 的 三 个 内 角 平 分 线 交 对 边 于 了, ,也 
(图 1-29). 设 BO 各 Pf 交 于 工 O04 和 了 FD 交 于 ,4B 
和 DB 交 于 WW, 试 证 .MLN 共 线 . 

、 证 明 假定 人 4BC 的 三 条 角 平 分 线 交 于 点 0 ( 即 
公 4BC 的 内 心 ), 则 人 4BO 和 和 俯 DEF 的 对 应 顶点 连 线 共 
点 于 0O， 根 据 德 沙 格 定理 即 知 它们 的 对 应 边 的 交点 工 、 用 、 
VW 共 线 .证 毕 . : 

， 注意 上 面 证 明 中 只 用 到 三 = 个 角 平 分 线 交 于 -- 点 (内 心 ) 
这 条 性 质 , 所 以 如 果 例 鞋 的 角 平 分 线 改 成 高 线 或 中 线 , 则 结 
论 仍 旧 正 确 , 因为 三 个 高 线 交 于 一 点 (重心 ), 三 个 中 线 也 共 
点 (重心 )， 或 者 更 一 般 地 只 要 4D、BB、CF 共 点 ， 则 命题 
就 成 立 . 

[ 例 23] 设 4B0D 是 一 个 四 边 形 ， 玉 是 BO 上 一 
点 ， 过 并 作 一 直线 与 4B、A4O 分 别 交 于 点 P.Q， 过 于 作 
另 一 直线 与 DB、DC 分 别 交 于 点 ER.S. 试 证 PR.QS.AD 

三 线 共 & 点 . 

证 明 “ 汾 虚 人 PQ4 和 人 RSD、 它 们 的 对 应 边 . PQ 和 
。 2 。 


RS 交 于 于, Q4 和 六 D 交 于 C 4P 和 DR 交 于 DB 由 假 
设 际 .B.O 共 线 ， 所 以 由 德 沙 格 定 理 的 递 定理 可 知 对 应 项 
点 连 线 PR.QS、4D 共 点 ， 


图 1-31 

[ 例 3] 设 1 和 是 两 条 给 定 的 直线 ,S、.4、4 是 给 定 
章 三 个 共 线 点 ， 过 点 S 作 动 直线 p, 与 1 和 7 分 别 交 于 节 
各 子 '， 则 芳和 于 '4' 的 交点 卫 的 轨迹 是 过 1 和 的 交 
虚 0 的 一 条 直线 .| 

证 明 ”如 图 1-81 所 示 ，、 过 虽 作 直线 加， 分 别 与 ! 和 
7 交 于 于 1 入 1，、4 了 1 和 4 了 1 交 于 点 了 ， 然 后 ,过 六 任 
作 一 动 直线 pa， 分 别 与 1 和 7 交 于 和 s 和 并 2，4Xs* 和 和 
4 和 8 交 于 点 卫 s， 我 们 只 需 证 明 O、P1、Ps 共 线 (从 而 点 了。 
的 轨迹 是 过 定点 日 和 Pi 的 直线 )、 为 此 ， 考 虑 人 4X1X， 
和 从 4 了 1 及 2。 由 于 :44'、 脏 1 及 .及 尽 2 共 点 于 后, 根据 德 
沙 格 定理 , 即 知 0.P1、Ps 共 线 .证 毕 ，. 

[ 例 和 设 m oo …, om 是 交 于 一 点 0 的 n 条 直线 
(n 之 3)、，mn 边 形 机 44 的 mw 个 顶点 和 4,…，4, 分 别 在 
直线 a …, om. 上 移动 。 邵 果 n 一 1 条 边 414%: 4s4,,…， 
‘。 83。 


4,-14, 分 别 通 过 定点 Pl, …，P。-1， 闭 末 第 % 边 4,4: 也 
通过 一 个 定点 . q 

证 明 我 们 固定 一 个 % 边 形 2 
4.…4, 满 足 上 述 性 质 ( 图 1-32). 设 
n 边 形 44.42#… 人 水 也 满足 上 述 性 质 ， 
考虑 A4i4s4s 和 人 4444%， 由 
于 直线 4,4! 就 是 直线 a (这 里 4 一 
1, 2, 8), 从 而 它们 共 点 于 0O， 由 德 、， 风 1-32 
沙 格 定理 可 知 对 应 边 交点 Pl、P2、 Qi 共 线 ， 于 是 如 4 过 
A414s 和 PP 的 交点 Qu 这 是 一 个 定点 .再 考虑 人 414s44 
和 人 44444， 它 们 对 应 顶点 连 线 也 共 点 于 O， 所 以 4i4s 
和 改 44 的 交点 Qi 4s4 和 帮 入 的 交点 P:， 以 及 44 
和 4444 的 交点 @s 在 一 条 直线 上 .于 是 淄 4 过 QiPs 和 
4144 的 交点 Q,, 这 又 是 一 个 定点 ， 继续 下 去 ， 便 知 .4.4: 过 
一 个 定点 。 证 毕 , 


练习 题 (三 ) 


1. 设 zB、Y 是 共 点 的 三 条 给 定 的 直线 、 A4BO 的 
顶点 4.B、O 分 别 在 直线 w.B、.7> 上 移动 ,并且 保持 4B 

和 po 分 别 唱 过 定点 卫 和 8, 证 明 CO4 也 通过 一 个 定点 . 

2. 人 4BO 的 两 个 顶点 44 和 B 分 别 在 直线 a 和 B 上 上 
移动 ， 并 且 和 使 三 边 4B、 BO 和 C4 分 别 通 过 共 线 的 三 个 定 
点 了 .8Q.R， 求 证 顶点 的 轨迹 是 一 条 直线 . 

8.， 四边 形 4BCD 的 四 边 4B、BO、OD.DA4 上 分 别 有 
。34 。 


虑 加 .了 F.G. 互 ， 如果 直线 BD 是、FG 共 点 ,求证 4O、 
五 FP.HG 也 共 点 . 四 

4. 设 PQRS 为 四 边 形 ， 对 角 线 PQ 和 SBR 交 于 O， 
对 边 SP 和 QR 的 延长 线 交 于 4， 对 边 了 PR 和 SQ 的 延长 
线 交 于 B， 如 果 直 线 40 和 PR 交 于 B48Q 和 BO 交 于 
444，4B 和 PQ 交 于 O01， 求证 441、B1.O1 共 线 . 

5. 已 知 两 个 三 角形 4BO 和 A4'B'0'” 如 果 44.BB'、 
O00' 交 于 一 点 , 4B'、.BO'.O4' 交 于 一 点 ， 求 证 40'、 B41、 
OB' 也 交 于 一 点 . - 

6. 设 4&5.6、 4 是 四 条 直线， 如 果 事先 无 法 作出 wa 与 
了 的 交点 了 以 及 Cc 与 5 的 交点 @， 如 何 只 用 直 尺 作出 一 直 
线 通 过 点 卫 和 @? 

了 . 设 PQRS 为 四 边 形 ， 对 边 PS 与 QR 交 于 4 对 
边 PQ 与 RS 交 于 B。， 二 对 角 线 QS 与 PR 交 于 BB， 再 设 
BO 与 Q 尼 交 于 4 04 与 RP 交 于 Bl 4B 与 PQ 交 于 
Oi， 求 证 41，Bi, O01 共 线 . 

8. 证 明 德 沙 格 定理 的 逆 定理 。 


* 5 。 


二 、 平 面 射影 几何 . 


我 们 在 上 一 章 通过 一 个 实例 引伸 出 平面 射影 几何 的 最 
基本 概念 , 这 门 学 问 的 舞台 是 射影 平面 ， 人 物 是 射影 平面 
中 的 几何 图 形 , 导演 是 中 心 射 影 , 主要 情节 有 两 个 ; 一 个 是 
乔 清 哪些 几何 图 形 是 射影 等 价 的 ， 另 一 个 是 弄 清 几何 图 形 
有 哪些 射影 不 变性 和 射影 不 变量 ， 这 一 章 我 们 着 手 展 开平 
面 射 影 几 何 这 场 戏 ， 让 大 家 欣赏 戏 中 一 些 精彩 的 片断 ， 我 
们 在 开场 白 中 已 经 说 过 ， 这 场 戏 的 作者 是 法 国 数学 家 彭 色 
列 ,并 且 剧 本 是 他 在 俄国 监狱 里 写成 的 . 

在 拿破仑 时 代 ， 创 办 了 一 所 学 校 一 一 法 国 高 等 技术 学 
校 (fcole Polytechnigue). 当时 法 国 著名 的 数学 家 儿 
平 都 出 身 于 这 个 学 校 ， 例 如 ， 画 法 几何 的 创造 人 蒙 日 
(G. Monge, 1746~1818) 就 是 这 个 学 校 的 创始 人 之 一 ， 也 
是 该 校 行政 和 学 术 上 的 核心 人 物 . 为 了 筑城 等 需要 , 蒙 日 承 
担 了 许多 建筑 项 目的 设计 工作 , 不 但 作 了 大 量 的 计算 , 而 且 
要 把 各 种 建筑 的 形状 和 尺寸 科学 地 画 在 图 纸 上 ， 他 总 结 了 
自己 多 年 的 经 验 , 1795 年 写成 了 < 画 法 几何 学 >， 
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闽 色 列 是 蒙 日 的 学 生 . 1813 
年 ， 他 参加 了 尼 尔 将 军统 率 的 拿 
被 仑 军队 进军 莫斯科 ， 在 克拉 斯 
诺 镇 被 俄 军 俘虏 ， 经 过 五 个 月 的 
忍 饥 受 冻 和 假山 越野 , 于 1813 年 
3 月 被 关 进 伏尔加 河畔 萨 拉 托 夫 
族 狱 , 在 那里 , 他 复习 蒙 日 教 过 的 
几何 学 知识 ， 并 讲 给 难 友 们 听 . 
1814 年 他 回 到 巴黎 时 , 带 回 了 他 。 ” 彭 色 列 (7. V. Ponceiet, 
在 监狱 中 写成 的 厚 厚 的 七 册 讲 J 
义 ， 这 份 讲义 于 1822 年 以 “关于 图 形 的 射影 性 质 ”(Traité 
des Propriétés Projeotives des Figures) 为 书 名 出 版 ， 系 
统 地 叙述 了 中 心 射影 , 连续 原理 , 复 比 理论 和 对 偶 原理 等 ， 
从 此 射 束 几何 作为 一 个 数学 分 支 展现 在 人 们 的 面前 ， 后 
来 ,就 色 列 作 过 短 时 间 的 大 学 力学 教授 , 也 当 过 烦 有 能 力 的 
行政 官员 ,但 大 部 分 时 间 是 从 事 军人 生涯 . 他 得 到 过 种 种 荣 
兽 ， 在 繁忙 而 多 彩 多 姿 的 社会 和 学 术 活 动 中 度 过 了 一 生 . 

现在 ， 让 我 们 一 起 欣赏 彭 色 列 等 人 所 发 展 的 平面 射影 
几何 的 几 个 精彩 的 片断 . NY 


. “此 时 无 穷 胜 有 穷 ” 


一 -一 再 谈 射影 平面 
ee 为 了 使 中 心 射 影 是 一 一 对 应 ( 即 是 一 个 变 
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换 ), 我 们 在 通常 的 欧 氏 平面 中 添加 了 一 条 无 穷 远 直线 , 从 
而 将 欧 氏 平面 扩大 成 射影 平面 (参见 本 书 第 18 页 )， 事实 
上 , 引进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 的 好 处 还 不 仅 于 此 . 比如 
说 , 引进 无 穷 远 点 之 后 , 我 们 把 椭圆 、 双 曲 线 和 抛物 线 这 三 
种 在 网 氏 几 何 中 形状 很 不 相同 的 曲线 变 成 了 一 样 的 曲线 . 
它们 都 是 一 条 封闭 曲线 (参见 本 书 第 21 页 例 2 中 所 述 ). 又 
比如 说 , 在 欧 氏 平面 中 , 两 条 不 同 的 直线 有 两 种 可 能 性 ， 相 
交 和 平行 ， 但 在 射影 平面 中 ， 十 面 定理 表明 两 条 射影 直线 
的 关系 只 有 一 种 可 能 性 ， 

定理 1 射影 平面 上 任意 两 条 不 同 的 射影 直线 均 恰 
好 交 于 一 点 . 
”证明 假如 这 两 条 射影 直线 当中 一 条 是 无 穷 远 直线 ， 
那 末 另 一 条 便 是 普通 直线 加 上 一 个 无 穷 远 点 ， 于 是 这 两 条 
射影 直线 便 只 交 在 这 个 无 穷 远 点 ， 假 如 两 条 射影 直线 都 不 
是 无 穷 远 直 线 ， 那 末 它 们 就 是 两 条 不 同 的 普通 直线 再 加 上 
各 自 的 无 穷 远 点 . 如 果 这 两 条 普通 直线 相交 (于 一 点 ), 则 
它们 的 无 穷 远 点 是 不 同 的 ， 因 此 作为 射影 直线 它们 也 只 交 
于 一 点 ， 如 果 这 两 条 普通 直线 平行 ， 则 它们 具有 辣 一 个 无 
穷 远 点 。 所 以 作为 射影 直线 ,它们 只 交 于 公共 的 无 穷 远 点 ， 
证 毕 . 

完全 类 似 的 ,我 们 有 : - 

定理 1 射影 平面 上 任意 两 个 不 同 的 点 都 恰好 在 一 条 
射影 直线 上 . . 

.证 明 ”如果 这 两 点 4 和 B 都 是 无 穷 远 点 , 则 它们 都 在 
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无 穷 远 直线 上 、 并 且 这 两 个 无 穷 远 点 不 可 能 同 在 其 他 射影 
直线 上 , 因为 其 他 射影 直线 都 只 有 -一 个 无 穷 远 点 . 

， 如 果 4 是 无 穷 过 点 而 也 不 是 ， 刚 4 一定 是 某 条 普通 
直线 ! 所 增加 的 无 穷 远 点 ， 今 后 我 们 把 普通 直线 1 加 上 无 
穷 远 点 4 所 得 到 的 射影 直线 仍 表 成 ， 叫 作 “ 射 影 直线 六 
如 果 在 普通 直线 1 上 , 则 4 和 卫 均 在 射影 直线 ! 上 . 如 
果 B 不 在 普通 直线 1 上 , 在 欧 氏 平面 中 , 过 B 可 作 唯 一 的 
一 条 普通 直线 与 1 平行， 于 是 无 穷 远 点 4 也 在 射影 直 
线 m 上 , 即 4 各 均 在 射影 直线 mm% 上 ， 总 之 , 我 们 总 可 以 
找到 过 4 和 B 的 一 条 射影 直线 .进而 , 不 可 能 有 两 条 射影 
直线 均 过 4 和 B， 因 为 车 过 4 和 万 可 以 引出 两 条 射影 直 
线 , 则 如 上 所 述 , 它们 都 不 是 无 穷 远 直 线 , 所 以 都 是 普通 直 
线 添加 一 个 无 穷 远 点 .， 于 是 这 个 无 穷 这 点 一 定 是 4, 由 于 
它们 有 公共 的 无 穷 远 点 , 所 以 这 两 条 普通 直线 一 定 平行 ,但 
是 它们 又 应 当 交 于 非 无 穷 远 点 B, 这 显然 是 不 可 能 的 . 

最 后 , 设 4 和 B 均 不 是 无 穷 远 点 , 则 恰 有 一 条 普通 直 
线 过 4 和 B, 将 这 条 普通 直线 添加 上 无 穷 远 点 之 后 , 它 便 
是 唯一 的 一 条 过 4 和 B 的 射影 直线 . 证 半 ， 

”以 上 两 个 定理 还 有 更 简单 的 证 明 方法 ; 由 于 “两 条 射影 
直线 交 于 多 少 点 "和 “过 两 点 可 引 多 少 条 射影 直线 ”显然 都 
是 射影 不 变性 ， 记 以 在 定理 1 中， 无 妨 设 两 条 直线 当中 的 
一 条 是 无 穷 远 直 线 。 因 此 我 们 只 需 对 两 条 射影 直线 中 的 一 
”条 是 无 穷 远 直 线 的 情况 证 明定 理工 即 可 ， 同样 地 ， 在 定理 
二 申 ， 只 需 对 点 4 和 马 都 是 无 穷 远 点 的 情形 证 明 即 可 因 
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为 利用 中 心 射 影 可 以 把 任意 两 个 点 局 时 恋 成 无 穷 远 点 ， 

由 于 射影 平面 中 两 条 不 同 射影 直线 只 有 一 种 关系 ( 相 
交手 一 点 ); 从 而 可 以 把 许多 定理 叙述 得 更 为 简洁 ， 例 如 对 
于 本 书 第 6 页 的 预备 定理 3， 在 此 定理 的 氢 述 中 我 们 可 以 
去 掉 “ 如 果 直 线 44'、BB'、OC' 两 两 相交 ?这 样 一 句 话 ， 因 
为 若 44' 和 00' 平行 , 则 4G0'4' 是 平行 四 边 形 ,于 是 40O 
= 40'， 从 而 两 个 相似 三 角形 4BC 和 4'B'O' 是 全 等 的 . 
由 于 它们 的 对 应 边 又 平行 ， 从 而 BB' 也 与 44' 和 00’ 平 
行 ， 即 这 三 条 直线 仍然 交 于 一 点 一 一 交 于 它们 公共 的 无 鹤 
远 点 ， 又 比如 第 2 节 中 的 预备 定理 4， 我 们 也 不 必要 求 三 
个 加 是 大 小 不 等 的 因为 车 三 个 图 大 小 相等 , 则 任意 两 个 
辆 的 两 条 公 切 线 均 平行 ， 从 而 交 于 无 穷 远 点 ， 而 三 个 无 穷 
远 点 卫 、 六 .2 当然 在 一 一 条 (无 穷 远 ) 直 线 上 . 如 果 圆 0 和 
加 0; 相等 但 不 等 于 图 0。。 则 不 难 证 调 回 O, 和 图 0。 的 两 
条 平行 的 公 切 线 必 平 行 于 直线 了 2Z( 证 明 留 给 读者 )， 从 
而 子 在 射影 直线 了 Z 上 ， 即 五、 了 、Z 仍 然 是 在 一 条 (对 
影 ) 直线 上 ， 这 样 的 例子 还 可 以 举 很 多 ， 

现在 我 们 介绍 射影 几何 的 另 一 条 性 质 ， 连 续 性 质 ， 确 
切 地 说 ， 这 是 射影 几何 的 一 条 公理 ( 彭 色 列 称 之 为 连续 原 
理 ), 但 是 我 们 宁愿 用 一 些 例子 形象 地 叙述 这 条 公理 ， 。 

[ 例 习 ”让 我 们 再 审查 一 下 第 一 章 中 的 帆 斯 卡 定理 。 
这 个 定理 是 说 ， 如 果 4BODEF 是 一 条 圆 欠 曲 线 上 的 内 接 
六 边 形 ， 对 边 4B 和 D 甩 交 于 邓 , BO 和 如 也 交 于 Y, OD 
和 4 交 于 2, 则 邓 . 了 .区 共 线 ， 如 果 我 们 把 点 4 党 着 图 
。40。 


能 曲线 连续 地 移 到 邻 点 了 ， 则 直线 4B 就 变 成 圆锥 曲线 在 
点 8 的 切线 ， 于 是 我 们 就 得 到 如 十 定理 :. 

定理 A 设 BODEF 是 圆 锋 曲 线 的 内 接 五 边 形 、 过 
卫 作 该 圆锥 曲线 的 切线 与 忆 丁 交 于 互 ,0OB 与 妃 ? 交 于 
了 , OD 与 了 B 交 于 2, 则 了 .了 .2Z 共 线 (图 2-1). 


四 3. 图 2-2 
”， 如 果 我 们 再 把 马 灌 着 圆锥 曲线 连续 地 变 为 媚 , 则 就 得 
定理 也 设 BODE 是 贺 锥 曲线 的 内 接 四 边 形 . 该 加 
纺 曲 线 在 点 的 切线 与 DB 交 于 了， 在 点 如 的 切线 与 BO 
交 于 了 0 和 了 3 及 交 于 乡 则 : 卫 、. 了 了 .2 共 线 , 

如 果 把 O 和 刀 在 重合 在 一 起 , 便 得 到 ，，- 
定理 0 设 人 40 召 是 圆 能 曲线 的 内 搂 三 角形 。 此 加 
锯 井 线 过 顶点 4.0. 恕 的 切线 分 别 与 对 边 0F. 恕 4、40 交 
于 耳 . 了 .2, 则 耻 . 了 .2 共 线 . 

如 果 把 4 和 马 重 合 ,同时 把 也 和 如 重合 ， 我 们 又 得 到 
一 个 新 的 定理 .请 大 家 写 出 这 个 定理 的 内 容 ， 又 如 果 把 点 
对 .了 ,2 中 的 某 些 变 成 无 穷 远 点 , 我们 又 从 上 述 诸 定理 得 
到 许多 新 的 定理 ， 例 如 , 在 定理 C 中 取 了 为 无 穷 远 点 , 便 
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得 到 ， 

定理 D 设 和 40 是 回 锥 曲线 的 内 接 三 角形 。 如 果 
该 圆锥 曲线 过 4 的 切线 与 OR 平行 ,过 0 和 如 的 切线 与 
4、40 分 别 交 于 点 了 .2Z, 则 直线 了 Z 平行 于 ON， 

如 果 把 也 和 了 同时 变 成 无 穷 远 点 ， 那 玉 2 也 应 当 是 
无 穷 远 点 、 所 以 定理 C 又 变 成 ， 

定理 五 设 人 40O 刀 是 圆锥 曲线 的 内 接 三 角形 。 如 果 
过 此 三 角形 两 个 顶点 作 该 圆锥 曲线 的 切线 分 别 与 对 边 平 
行 ， 则 过 第 三 个 项 点 的 
切线 也 与 对 边 平行 . 

[ 例 2] 一 条 普通 
直线 1 堵 上 无 穷 远 点 
4 成 为 一 条 射影 直线 
四 ” (图 2-3)， 普 通 直 线 7 

图 23 ”上 另 一 点 和 刀 可 以 通过 

点 4。 沿 着 7 连续 地 向 左 移 到 4， 也 可 以 沿 着 射影 直线 7 
向 右 走 到 无 穷 远 点 4 然后 从 另 一 侧 走 到 4s， 所 以 , 射影 
直线 ! 是 一 条 封闭 线 ， 现 在 考虑 以 普通 直线 1 上 的 线 眉 
4o4; 为 轴 芍 一 个 袖 贺 I 我 们 将 4o 点 固定 不 动 , 而 把 4 
逐渐 沿 1 移 向 无 穷 远 点 4。， 则 这 个 椭圆 的 轴 4o4: 愈 来 念 
长 . 而 当 41 达到 无 穷 远 点 4 时 ,在 网 天 平面 中 ， 封 闭 的 
精 圆 断 开 了 , 并 且 断 开 的 两 侧 均 朝 着 无 穷 远 点 4, 走 去 ， 即 
愈 来 愈 平行 于 直线 1。 这 就 是 抛物 线 II， 它 与 无 穷 远 直线 
切 于 点 4s。 如 果 4; 沿 着 ! 再 往 前 移 , 越过 无 穷 远 点 43 跑 
。42 。 


到 1 的 另 一 侧 的 点 4s, 那 末 抛物 线 也 就 变 成 了 和 无 穷 远 直 
线 交 于 4s 和 44 两 点 的 曲线 ， 点 do 和 45 分 别 在 无 穷 远 
直线 的 两 侧 。 所 以 在 欧 氏 平面 中 ; 这 个 曲线 表现 出 两 个 分 
支 ， 这 就 是 双 曲 线 ， 于 是 我 们 看 到 , 椭 贺 可 以 连续 地 变 成 
抛物 线 , 双 曲 线 也 可 以 连续 地 变 成 抛物 线 ， 而 要 把 椭圆 连 
续 地 变 成 双 曲 线 , 中 间 必 定 有 一 刹那 它 是 抛物 线 。 因为 一 
条 曲线 从 与 无 穷 远 直线 不 相交 连续 变 成 与 无 穷 远 直 线 交 于 
两 点 ,必然 经 历 与 无 穷 远 直线 相 切 的 一 瞬间 . 

[ 例 3] 我 们 在 例 2 中 说 过 ， 一 条 射影 直线 若 不 是 无 
穷 远 直 线 ， 则 它 象 圆周 一 样 是 封 
闭 的 ， 由 于 无 穷 远 直线 和 其 他 射 /yA 
影 直线 是 射影 等 价 的 ， 从 而 无 穷 | 
远 直 线 也 可 看 成 是 封闭 的 . 或 者 4. 一 9 
我 们 更 形象 地 ， 任 选 一 个 非 无 穷 
远 点 0， 考虑 过 0 的 普通 直线 1 图 24 
其 上 有 无 穷 远 点 4， 当 1 以 0 为 固定 点 从 五 出 发 没 反 时 
针 方 向 连续 地 经 过 直线 1, 1s、… 一 直 转 180° 又 与 五 重合 
的 时 候 ， 其 上 的 无 穷 远 点 由 4 连续 地 经 过 43、4s… 又 变 
到 41 自身 ,并 且 每 个 无 穷 远 点 都 道 过 一 次 ， 所 以 无 穷 远 直 
线 也 是 封闭 的 . 

既然 每 条 射影 直线 1 都 象 圆周 那样 是 一 条 封闭 线 ， 所 
以 1 上 的 两 个 点 把 1 分 成 两 部 分 ， 从 每 个 点 出 发 均 可 以 两 
种 方式 沿 着 1 连续 地 走 到 另 一 点 ， 对 于 1 上 任意 三 个 不 同 
的 点 , 每 个 点 都 在 另外 两 个 点 “之 间 ”。 即 每 个 点 均 可 沿 了 
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的 一 侧 移 到 第 二 个 点 ， 诉 沿 着 郧 一 侧 移 到 第 三 个 点 ， 现 在 
设 4、 BO. DD 是 射影 直线 上 的 四 个 不 同 的 点 ， 则 会 发 生 
两 种 情况 : (D C 和 妃 在 4 和 B 的 同 侧 ， 这 时 将 CO 沿 并 连 
.下 移 到 D, 可 以 不 经 过 点 4 和 点 了 B。，(2) 0. 和 也 分 别 在 4 
.和 B 的 两 侧 ( 图 2.5). 这 时 ,将 0 沿 7 连续 移 到 D, 必然 要 
经 过 点 4 或 者 点 B. 对 于 后 一 情形 ,我 们 
称 .0 和 也 被 4 和 上 B 所 分 离 、 我 们 是 否 A 
有 简便 的 方法 区 分 这 两 种 情形 呢 ? 答案 “4 
是 肯定 的 : 我 们 有 一 个 数量 , 用 它 能 够 判 图 2-5 
别 O 和 也 是 否 被 4 和 卫 所 分 离 ， 这 个 数量 叫 作 四 点 的 复 
比 ， 下 一 节 我 们 要 证 , 复 比 是 射影 不 变量 , 从 而 射影 直线 上 
两 个 点 被 另外 两 个 点 分 离 与 否 , 是 一 个 射影 不 变性 ， 
为 了 定义 复 比 ， 我 们 首先 介绍 有 向 线段 和 它 的 长 度 . 
设 ! 是 一 个 普通 直线 .我 们 在 直线 的 两 个 方向 中 选 定 
一 个 方向 ， 设 4 和 B 是 直线 1 上 两 个 不 同 的 点 ， 我 们 把 
AB 看 成 是 从 4 到 BB 的 有 向 线段 ， 如果 从 4 到 了 和 直线 
! 所 选 定 的 方向 一 致 ， 则 有 向 线段 4B 的 长 度 就 是 通常 的 
长 度 , 否则 , 车 从 4 到 与 选 定 的 方向 相反 ， 则 有 向 线段 
4B 的 长 度 是 通常 的 长 度 加 上 负 号 ， 从 现在 起 ， 为 了 节省 
忆 导 ， 我 们 把 有 向 线段 48 的 长 度 也 记 作 4B， 于 是 4AB 
一 一 B4. 而 通常 线段 4B 的 长 度 是 有 向 线段 长 度 4B 的 绝 
对 值 |4B|.， 当然 ,有 向 线段 的 长 度 与 直线 ! 所 选取 的 方向 
有 关 . 如 条 直线 1 选取 另 一 个 三 反 的 方向 , 则 有 向 线段 的 
长 度 改变 符号 ， 
~ dd 


将 直线 i 选 定 一 个 方向 和 单位 长 度 ， 这 就 其 通常 的 实 
数 轴 , .其 方向 是 从 0 到 :1 的 正方 向 ， 每 个 点 4 都 有 一 个 实 
坐标 , 我 们 把 点 4 的 坐标 也 仍然 写成 4， 那么 对 于 实数 办 
.4 上 任意 两 个 点 4 和 -B, 有 向 线段 4B 的 长 度 等 于 了 3- 4， 
即 4B-B--4， 从 而 对 于 7 上 任意 三 个 点 4、 B、 0, 不 论 
它 个 的 次 序 如 何 , 均 有 4B+ BO- 4O， 这 是 因为 
.4B+BO=(B-4)+(O-B)=O 一 4=-40， 

再 用 数学 妇 纳 法 即 可 证 明 : 一 般 地 , 对 于 直线 ! 上 任意 m 个 
点 41、.4s、…、4,, 不 管 这 个 点 的 次 序 如 何 , 均 有 4142 十 
4shs 十 … 十 An-14, 一 414,、 或 者 写成 . 
4i4s 十 4s4s 十 … Ads 十 过 nd 一 0. 
这 个 简捷 的 公式 体现 了 采用 有 向 线段 长 度 的 好 处 . 因为 对 
于 通常 线段 的 长 度 ， 则 它们 的 关系 依赖 于 ”个 点 各 种 可 能 
的 次 序 , 那 是 很 复杂 的 、 
半 设 4、B、0 是 普通 直线 ! 上 三 个 不 同 的 点 ， 我 们 称 
徊 为 这 三 个 点 的 篇 单 比 ， 雪 示 成 (480), 妈 
2 . (4BO)- . . 
上 重音 比 各 三 的 次 序 有 类 人 是 是 ,清淡 者 验证， 对 于 
4、3B3、OC 三 点 六 种 可 能 的 次 序 ， 其 六 种 简单 比 有 如 下 关系 : 
下- ~1~(40B) (由 此 推出 下 面 等 式 ) | 
_ {CAB)-1 _ ~-(084) 
(OAB; 1-~(0BAY 
1 
i i - - 7 


CABC) )= 


如 果 改 变 直 线 1 的 选取 方向 ， 则 40 和 BO 均 改 变 符 
号 ,从 而 (4B0) 不 变 ， 这 就 表明 简单 比 具 有 一 个 很 好 的 性 
质 它 不 依赖 于 直线 7 所 选取 的 方向 . 

现在 固定 普通 直线 7 上 两 个 不 同 的 点 4 和 卫 ， 而 令 CO 
在 直线 1 上 连续 移动 . 

a) 当 O 在 4B 之 间 时 ,由 于 40 和 BO 的 方向 相反 ， 
所 以 它们 的 长 度 一 正 一 负 ， 于 是 (480) <0. 而 当 C 在 线 
有 段 4B 的 外 部 时 , BC 和 AC 的 方向 相同 ， 所 以 (4BO) >0. 

(b) 当 CO=4 时 ， 显 然 (4B4)0， 当 0 从 线段 48B 
的 内 部 接近 忆 时 , (4B0) 站 于 oo, 而 当 0 从 线段 4B 的 
外 部 接近 刀 时 ，(4BCO) 趋 于 co， 

(6) 最 后 , 当 0 趋 近 于 直线 4B 上 的 无 穷 远 点 时 ，40 
和 BC 的 比值 趋 近 于 1 

于 是 , 我们 得 到 (4ABO) 
1 0 人 ~ 少 站 什 (4.B 国 定 ,0 点 变 徐 ) 的 

2-6 〈4BC) 的 变化 变化 情况 ,如 图 2-86 所 示 . 从 
图 中 可 以 看 出 ,对 于 每 个 实数 a, 在 射影 直线 1 上 都 存在 唯 
一 的 一 点 0, 使 得 (4BO) a。 所 以 ,如果 0 和 卫 是 射影 直 
线 1 上 两 个 点 ,并 和 且 (4BO)= (ABD), 则 必然 C= 了 D. 

现在 设 4、B. CO、D 是 普通 直线 7 上 的 四 个 不 同 的 点 ， 
我 们 称 (4B0)/(4BD) 为 这 四 个 点 的 复 比 ， 妆 示 成 
(4B|CD), 于 是 z 

BicD)- Cao) /4D 


(ABD) 徊 了 7 
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由 于 简单 比 与 直线 1 的 选取 方向 无 关 ， 所 以 复 比 也 与 1 的 
选取 方向 无 关 . 

复 比 (4B|OD) 与 4、B, O. 刀 的 次 序 有 关 ， 但 我 们 有 
如 下 的 基本 联系 (证 明 留 给 读者 ): | 


CBIoD)~ THAD 


-TO Lelap) (3) 


“ 设 4.B、O 是 普通 直线 1 上 三 个 不 同 的 点 , 而 了 和 D 
是 1 上 另外 两 个 点 ， 如 果 (4B10D) ~=(4B1OD')， 则 沁 然 
了 一 刀 ， 这 是 因为 ; 由 复 比 定义 可 知 

~ (4B0) (4Bo) 
TABDY TABDSY 


由 于 4、 B.C 是 三 个 不 同 的 点 ， 所 以 C4BOJ<0 因此 此 
然 (4BD) ~ (4BD). 再 由 简单 比 的 性 质 ， 即 知 卫 一 D'. 
如 果 4.、 卫 与 O. 了 分离 则 由 简单 比 的 性 质 可 知 
(4BO) 和 (4BD) 一 正 一 负 . 于 是 (4BIOD) <0. 如果 4.B 
和 0、 也 不 分 离 ， 则 (4BCJ 和 (4BD) 有 相同 的 符号 ， 邯 
(4BICD)>0， 因 此 ， 对 于 普通 直线 1 上 四 个 不 同 的 点 
4. B.O、 DB, 则 4、B 和 和 0. 也 分 离 的 充分 必要 条 件 是 
(4B|OD) <0, 利用 连续 原理 , 可知 这 件 事 在 射影 直线 1. 上 
《 即 可 以 双 许 某 个 点 为 无 穷 远 点 ) 也 有 是 对 的 .， 换 句 洗 说 , 复 
比 (4B|1OD) 的 符号 正 是 判别 4、 和 0O、 也 是否 分 离 的 一 
个 量 ， 当 然 , 复 比 在 射影 几何 中 的 重要 性 还 不 仅 如 此 .， 我 
们 在 下 节 要 证 明 它 是 射影 不 变量 ， 并 且 有 许多 有 趣 的 应 
es CI。 


练习 十 《四 ) 


1. 验证 文中 的 (了 式 和 他 式 . 

2. 设 4、B、O、 是 肌 影 直线 上 四 个 不 同 的 点 , 证 明 
(4B|OD)=(ODI4B)， 所 以 车 4. 了 和 Q、 也 分 离 ， 则 
CO 、 也 也 和 4、D-: 分 离 . 

”3. 如 果 圆 锥 曲线 内 接 六 边 形 4BODEF 的 顶点 4 和 
了 重合 , 刀 和 刀 重 合 , 那 末 帕斯卡 定理 变 成 什么 样子 ? 

4， 过 圆锥 曲线 Q 上 一 点 P, 作 @ 的 切线 (只 用 直 尺 )。 

5. 设 4、B、C、 刀 是 某 射影 宣 线 上 四 个 不 同 的 点 ,并 
百 刀 是 该 射影 直线 上 的 无 穷 远 点 , 则 

《Ba) {ABICD)= (48B0). 

(b) (4BIOD)=—1 的 充分 必要 条 件 是 为 线段 AB 
的 中 点 .… 

6. 设 让 是 欧 氏 空间 . 六 中 每 个 欧 民 平面 均 接 文中 办 
法 添加 一 条 无 穷 远 直线 , 从 而 扩充 成 射影 平面 ， 并 且 规 定 ; 
-(HD) 彼此 平行 的 欧 氏 平面 所 添 加 的 是 同一 条 无 穷 远 直 线 ; 
(2) 彼此 相交 的 两 个 欧 氏 平面 亡 焰 加 的 无 穷 远 直线 是 不 同 
的 ，(8) 7 中 添加 的 全 部 无 穷 远 点 也 构成 一 个 射影 平面 

一 一 “无穷 烃 平 面 "， 由 此， 欧 民 空 间 V 节 完成 刻 影 空 
间 . 

证: -于 空间 中 任 和 两 个 不 风笛 
于 一 条 射影 查 线 . 
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复 比 和 它 的 应 用 


证 明 四 点 的 复 比 是 射影 不 变量 , 是 件 很 容易 的 事情 .为 
此 ,我们 只 需要 另 一 个 类 似 的 概念 , 线束 的 复 比 . 

在 同一 射影 直线 上 的 一 些 点 4、B、0O.-D、… 叫 作 是 一 
个 点 列 ， 而 在 射影 平面 上 ， 通 过 一 固定 点 0 的 一 些 射影 直 
线 &、5、c、&、… 叫 作 是 一 个 线束 ， 点 O 叫 作 此 线束 的 中 
心 。 我 们 取 固定 点 0 不 是 无 穷 远 点 , 则 过 点 0 的 线束 中 每 
条 射影 均 不 是 无 穷 远 直 线 ， 现 在 设 4、5、c、d 是 通过 点 0 
的 一 个 线束 , 并且 这 四 条 射影 直线 彼此 不 同 , 我 们 定义 它们 
的 复 比 为 : (图 2-7) 

人 9 

其 中 sin(o，d 表示 直线 a 和 的 夹 角 的 正弦 函数 值 ， 但 
是 ， 和 线段 有 方向 一 样 ， 我 们 这 里 两 个 直线 的 夹 角 也 是 有 
方向 的 ， 例 如 ; 我 们 可 以 假定 当 从 & 到 3 逆 时 针 时 , 角度 取 
为 正 值 , 而 从 a 到 5 为 顺 时 针 时 ,角度 取 为 负 值 ， 有 了 这 样 
的 规定 ， 那 末 直 线 « 和 5 的 夹 角 不 管 取 a 还 是 取 B( 见 图 
2-8)， 它 们 的 正弦 值 都 是 一 样 的 ，sin(q, ) 一 sina, 或 者 
sin(g; 5) =—sin(—p)=sin(— (860° 一 a))=sina。 如 果 我 
们 把 逆 时 针 旋转 的 角度 规定 是 负 的 ， 而 顺 时 针 方向 规定 是 
正 的 , 则 sin(a, 5) 改变 符号 , 但 是 复 比 la31cd) 的 值 保持 不 
变 , 即 与 角度 正 负 方向 的 两 种 不 同 取 法 无 关 ， 
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图 2-7 - -图 28 
线束 的 复 比 和 点 列 的 复 比 有 如 下 简单 的 联系 ， 
定理 2 设 w.5、c.a 是 以 点 
O 为 中 心 的 线束 ， 不 通过 点 0 的 
直线 1 与 a、5、o、 9 分 别 交 于 
”4 B.O. 刀 四 点 , 则 

(abled) = (AB|IOD). 

证 明 设 点 0 与 直线 1 的 距离 为 h( 图 2-9)， 由 于 0 
不 在 1 上 ,从 而 >0， 于 是 

2. (人 A400 的 面积 )=|40|,|00|. |sin(a, 0)| 

ol 用 四 


从 而 Hol- -Jollcol， lain | 


我 们 总 可 以 将 过 点 0 的 两 直线 夹 角 方向 和 直线 1 的 方向 
选取 的 一 致 ( 即 当 a 和 。 的 夹 角 为 正 时 , 有 向 线段 4G 的 长 
度 也 为 正 , 而 当 a 和 。 的 夹 角 为 负 时 ，4O 的 长 民 也 为 负 )， 
所 以 我 们 得 到 等 式 


40- 40|: 00| ,sn(g, co 
同样 地 , 可 得 到 ; 


。50 。 


i 00| .sin(s, o), 


D= p=140120|.snGo, 中， 


BD= -lB0l,ipol. .sin(b, 0), 
由 这 四 个 等 式 ， 国 沪 二 


4D 
(4B10D) =- 季 / 委 


~ sin(g, 0¢) /sin(g, ® (abled), 


”sins, 0) sinls, 人 
这 就 证 明了 定理 2. 
定理 3 点 列 的 复 比 是 射影 不 变 
量 . 
证 明 设 4.B.O. DD 是 射影 直线 
! 上 四 个 点 以 卫 为 中 心 的 中 心身 2-10 
影 将 它们 分 别 映 成 直线 上 的 点 者 、B'.O'.D'， 于 是 点 卫 
和 直线 7.Y 在 同一 个 射影 平面 上 , 并 且 P. 4、 4 在 同一 直 
线 a 上 ,…, P.D.D' 在 同一 直线 4 上 .根据 定理 2 即 知 
(4BIOD) = (ob|c0) = (4'B'|O'D'). 
这 就 证 明 复 比 是 射影 不 变量 . 
定理 4 设 1 和 ?是 同一 射影 平面 上 的 两 条 射影 直线 ， 
生 B.O.D 和 4、B、O'、D 分 别 是 1 和 上 的 两 个 点 列 . 
如 果 三 条 射影 直线 44、BB’、0O0" 交 于 一 点 了 , 则 DD’ 过 
忆 的 充分 必要 条 件 是 (4B1OD) (4'B'10'D'). 
证 明 ”我们 不 妨 设 点 卫 不 是 无 穷 远 点 (因为 如 果 当 了 
01 


不 是 无 穷 远 点 时 定理 4 成立, 那么 用 连续 原理 可 知 当 书 为 
无 穷 远 点 时 定理 4 也 成 立 )， 条 件 的 必要 狂 由 定理 8 推出 ， 
反之 , 如 果 (4BICD)(4'B8'10'D')， 假 设 PD 和 YY 交 于 
D”"， 则 根据 定理 3 的 证 明 可 知 (4B10D) = (4'B'|0'D”)， 
于 是 (4'B'|0'D”) = (4'B'|O'D"). 再 由 复 比 的 性 质 ， 即 知 
D'-D”， 即 DD' 过 点 P, 证 毕 ， “ : 

”定理 5 设 1.7 是 交 于 点 卫 的 两 条 射影 直线 . P. 4、 
B.C 和 P、4、PB、O' 分 别 是 1 和 7 上 的 点 列 . 如 果 
(PAIBO)=(P41B'C), 则 4A.BB'.OO' 共 点 . 

证 明 设 .44 和 2B' 交 于 4 (注意 任意 两 条 射影 直线 
必 交 于 一 点 )、 连结 PQ， 由 KP4|BO) ~ (PA4'|B'O”) 和 定 
理 4 即 知 00’ 也 过 Q@. 证 毕 . 

定理 4 和 定理 5 表明 ， 家 复 此 我 们 可 以 解 奖 三 级 
点 和 三 点 共 线 问题 .作为 应 用 ,我 | 
们 用 复 比 来 证 明 帕 斯 卡 定理 ， 德 
沙 格 定理 和 帕 普 斯 定理 ， 

德 沙 格 定理 的 第 二 个 证 明 
根据 德 沙 格 定理 假设 , 44’、BB'.、 图 2-11 
OO 共 点 于 P, 设 卫 了 与 P4、PBPO 分 别 交 于 Q@、 R88 
《图 -11)， 考 虑 以 了 为 中 心 的 线 东 了 P.、Y 了 BYB'YR, 
我 人 有 (PR1BB') (PSOO)， 再 考虑 以 瑟 为 中 心 的 线 
东 和 XP. 对 B、 卫 B'、 玉 RR, 又 有 (PRIBB”) = (PQ44) ;从 
而 (PS|C0”) 一 (PQ|44)， 于 是 由 定理 5 可 知 SQ. 04、 
C4 共 点 , -由 于 QO4 和 0'4’ 交 于 2Z， 所 以 直线 SQ( 即 直 

» 2 。 


线 F) 过 2, 即 和 .了 、 力 共 线 , 这 就 证 明了 德 沙 格 定理 . 
帕 普 斯 定理 的 第 二 个 证 明 设 射影 直线 1 各 7 交 于 点 
了 ,BAO 在 1 上 , B.D. 万 在 了 gE 
上 ，AB 和 DE 交 于 有, OD 和 
4 交 于 2 BF 和 BO 交 于 YY,， 
我 们 要 证 子 . 了、Z 共 线 ( 见 图 
2-12). 为 此 , 连结 OF, 先 考 赔 以 图 2-12 
也 为 中 心 的 线 东 , 则 (PH|40) =(DTIZO), 其 中 人 是 BP 
和 DO -的 交点 。 再 考虑 以 了 为 申 心胸 线束 ， 则 (PB|4O) 
二 (DB|X8S), 其 中 S 是 避 D 和 0B 的 交点 ,于 是 (DT|2ZO) 
二 (DEI 全 8)， 再 由 定理 5, 可 知人 TD 2 卫 -O8 共 点 .但 是 
TE 和 08 交 于 了 ,从 而 肚 : 了 PY. 乡 共 线 .证 毕 , 
为 了 用 复 比 证 明 幅 斯 卡 定理 , 首先 证 明 : 
定理 6 设 -4.B.O、D、P.:.P 是 某 圆周 上 六 个 不 同 的 
点 , 则 有 如 下 的 线束 复 比 等 式 : 
(P4， PB| PO, PD)= (PA,, PB’|PO’, PP 
证 明 如 图 2-13 所 示 . 由 回 周 角 定 理 ， 可 知 wo 
B=B, y=y，. 于是， | 


(PA,'PB|PO, PD) -只 sin(g+B+7) 


. giny 
.Sin a’ sin(o +p 二) 
“a B71 Siny” 


-4 PB'IPO, PD’). 
设 6,8,0.8 是 以 0 为 中 心 的 线束 ， 在 某 个 中 心 射 影 之 
[3 3 如 


下 变 成 以 0' 为 中 心 的 线束 og .5 .oH， 如 果 作 一 射影 直线 
4 与 64.6.c.0 分 别 交 于 点 4. B.O.D,? | 
在 该 中 心 射影 之 下 的 象 了 与 &.b'、o'、 
分 别 交 于 点 4、.B OD', 则 4'、 BO”. 
DD 分 别 是 和 4 B、O.D 的 象 、 由 于 沪 列 心 | 
的 复 比 是 射影 不 变量 ， 所 以 (4BIOD ~ . 
一 (4'B'|0'D')， 但 根据 定理 2, Cabjed) :。 图 218 
= (4B1GD)，(alrled) ~ (4'BO'D)， 扬 粹 Cabled) 
~ (gb'|od)， 这 就 表明 线束 的 复 比 也 是 射影 不 变量 
于 是 ,定理 6 中 所 涉及 的 是 射影 不 变性 质 , 所 以 定理 6 

不 仅 对 于 图 成 立 , 而 且 对 于 和 圆 射 影 等 价 的 任意 曲线 , 邵 对 
于 任意 的 圆锥 曲线 都 是 对 的 ， 这 是 图 锥 曲线 的 一 条 很 基本 
的 射影 性 质 ， . 

:帕斯卡 定理 的 融和 4 个 证 
设 fF 和 0O0D 交 于 P, BD 和 BO 
交 于 Q@， 先 考 虚 以 耳 为 中 心 的 :. ， 必 
线束 , 则 (FB, PA|FO, FD)— 
(PZ10D) (图 2-14)， 胃 考 虞 以 
了 为 中 心 的 线束 ， 则 (BE, BA| 
BO, BD) 一 (如 X|QD). 但 是 , 由 
定理 6: 知道 ， 上 面 两 个 等 式 的 左 > 
边 相 等 . 从 而 (PZ10D) 一 (B 了 | 2 
QD)， 于 是 , 由 定理 5 便 知 PB、 ZF、0Q 共 点 ,但 是 PB 
和 09 交 于 了 , 记 以 卫 , 了 .如 共 线 ， 证 毕 ， 

。54。 


帕斯卡 定理 的 这 个 证 明 不 仅 简捷 ， 而 且 还 有 一 个 很 大 
的 好 处 在 这 个 证 明 中 , 我 们 完全 没有 用 到 4BODEBF 是 图 
锥 曲线 ! 的 内 接 六 边 形 , 即 4、B. OD. 召 .了 可 以 是 圆锥 
曲线 上 次 序 随 意 的 六 个 点 . 特别 当 这 六 个 点 的 次 序 是 
4DBFOD 时 ,如 果 圆 锥 曲线 1 是 椭圆 , 则 现在 帕斯卡 定理 
的 图 形 就 成 为 图 2-15 那样 的 美妙 形式 ， 如 果 ? 是 双 曲 线 ， 
就 成 为 图 2-16 的 形式 ， 我 们 又 知道 , 双 曲线 通过 适当 的 连 
续 变 换 可 以 趋 近 于 它 的 两 条 相交 的 渐 近 直线 。 这 时 , 利用 
连续 性 原理 ， 图 2-16 就 逐渐 变 成 图 2.17 的 样子 . 而 图 
2-17 就 是 帕 普 斯 定理 ! 所 以 , 我 们 由 帕斯卡 定理 (对 于 双 曲 
线 的 情形 ) 利 用 连续 性 原理 就 得 到 帕 普 斯 定理 ， 即 : 帕 普 斯 
定理 是 帕斯卡 定理 的 一 个 “极限 ”情形 . 


现在 我 们 用 复 比 解 一 些 轨迹 问题 ， 
[ 例 菩 “已 知 直线 ! 和 ?7 交 于 点 0, 又 有 两 点 8、8' 和 


点 O 共 线 , 假设 一 直线 m 绕 一 定点 六 旋转,m 与 了 和 ?分 
别 交 于 4 和 4，48 和 .48' 交 于 P， 求 点 卫 的 轨迹 . 

解 过 矿 作 三 直线 mo 与 1 和 7 分 别 交 于 水 和 怀 ( 其 

中 =1, 2, 8), 则 (04s|4s4s) = 004 4.4， 令 48 和 

448' 交 于 Po 则 书 ( 其 中 6 一 也 2，8) 均 是 轨迹 点 ” 设 PsPs 

“ 条 


2-18 图 2-19 


与 直线 SS' 的 交点 为 Q, 与 直线 458' 的 交点 为 PB。5 与 
7 的 交点 为 Zs( 图 2-19)。 考虑 以 点 S' 为 中 心 的 线束 ， 则 
(04i| 改 49 一 (QP:| PsFo) ,再 考虑 以 8 为 中 心 的 线 东 , 则 
(O041| 4s4s) = (QPi|PoPs)、， 于 是 (044|4548) = (O41 
14s4s). 但 是 , 已 知 (O41|4545) (041|4,4s)， 从 而 
(04s| 4s4s) 一 (041| 4s4s), 于 是 4s 一 As 从 而 是 458” 
和 4s5 的 交点 Ps, 因此 Ps 在 PtP: 上 ， 记 以 轨迹 是 一 条 
直线 | 

[ 例 2] 设 4BOD 为 给 定 的 四 边 形 . 在 4D、 BO 上 
各 到 点 如 和 她， 使 得 4 瑟 /BR 人 PE 素 妨 
一 4D/BO, 求 4F 和 BE 交点 9 


PP 的 加 迹 ZL I 
解 设 4D 和 BO 上 各 取 点 。 让 训 


有 Fs 
怠 , 和 五 (其 中 5=1,，2, 8), 使 得 图 2-20 
4, _ AD 7 
~ BF, BO 


(其 中 j=1，2, 3), 由 此 即 知 C41| 户 ,Bs) = (BFi| FF). 
设 忆 为 4F, 和 BB 的 交点 , 则 Pi,Pa、Ps 均 为 轨迹 点 , 设 
“56 。 


PsP 与 4B、4Fs 分 虽 交 于 @ 和 ,PaB 与 4D 交 于 局, 
(图 2~20), 则 (BE1| EBs) = (AF'|F,Fs) 一 (QPi| PsP,) 
和 (4 有 瑟 | 媚 刺 7)， 从 而 Bs 二 也,, 于 是 Ps 即 为 4F。 和 BE， 
汐 交 点 Pa, 即 PPs、Ps 共 线 ,所 以 轨迹 是 一 直线 ， 


练 习 题 (五 ) 

1. 设 直线 1 和 7 在 同一 平面 上 ，4 和 4/ 分 别 是 直线 
1 上 的 定点 ， 在 直线 7 入 上 分 别 取 两 个 动 点 ,使 4 卫 一 
4'', 求 4' 和 4 的 交点 卫 的 办 迹 . | 

2. 设 PQ 是 某 圆 的 一 条 驼 ， 导 为 PQ 的 中 点 ， 过 六 
作 该 圆 的 另外 两 条 强 4B 和 OD. 如 果 了 PQ 与 4D 和 0OB 
分 别 交 于 全 和 8, 求证 TMU=MS. 

8. 用 复 比 证 明 梅内 劳 斯 定理 ,一 直线 71 与 A4BO 的 
三 边 4B、BO、O4 分 别 交 于 点 卫 . 了 .3, 则 


于 每 个 实数 必 在 直线 ! 上 存在 唯一 的 一 点 D, 使 得 
(ABIDO) ~a. 
5. 设 41、4a、…、 4 为 平面 上 wn 个 点 .一 直线 1 与 
A 和 4s 交 于 避 1, 与 4s4s 交 于 及 ss …, 与 4,-14, 交 于 全 my 
与 4,41 交 于 及 ,. 求证 
(AiAsX1) Asda) Ashs Tn) (An A1Tn) 一 工 
6. 设 委 、4s、 4s、44、45、4e 是 一 条 直线 上 六 个 不 同 
四 7 


的 虚 。 求 证 ， 
(D (A414,| 4s41) {Aid,| A4As) 44s 4sAe) 一 了 .| 
(2) (Aids|Asds)(A1A4s| 4546)= (A14As| 4s46) (4143 
14;4,). 
7 了, 设 直线 7 与 人 4BO 的 三 边 4B.BO.OA 分 别 交 于 
CO、 4 DB 又 OO 为 了 上 一 点 ,求证 
(04, OB|OO, ?) = (4’B'|O’O0). 

8. 设 4.8 为 圆锥 曲线 Q 上 两 点 , O 和 刀 不 在 人 上 , 
令 直线 40 与 8 的 另 一 交点 为 P，BD 与 .8 的 男 一 交点 为 
Q,，4D 与 2 的 另 一 交点 为 了 ,BO 与 9 的 另 一 交点 为 了 ， 
求证 OD、PQ 和 UY 共 点 . 


一 一 调和 点 列 


设 4、 BO. 也 是 射影 直线 1 上 四 个 不 同 的 点 ， 如 果 
(4B10D) = 一 1, 则 称 4、B、O. DD 是 调和 点 列 .或 者 叫 作 
4、B 被 0. 了 调和 分 割 ， 这 时 ， 由 于 (4BIOD)<0, 从 而 
4.B 和 OD 是 分 离 的 . .下 面 是 调和 点 列 的 例子 ， 

”[ 例 志 设 S4B 为 三 角形 ，O 和 妃 分 别 是 顶点 8 处 
内 角 平 分 线 , 和 外 角 平分 线 与 对 边 4B 的 交点 , 则 4、B.O、 
也 是 调和 点 列 . 这 是 因为 ( 见 图 32-31), 24+2B8 一 180°, 从 而 

2 
lon/ 全 
“68 。 


图 2-21 图 2-22 


”最 优美 的 调和 分 割 构 图 ， 是 由 下 面 的 所 谓 “ 完 全 四 边 
形 >4BCDQR 给 出 . 

定理 了 设 4B0D 是 平面 四 边 形 。 对 边 4B 和 DO 交 
于 Q@, 对 边 4D 和 BO 交 于 BR; 对 角 线 40 和 BD 交 于 PP 
设 BD 和 QR 交 于 也 , 40 和 0QBR 交 于 卫 , 则 也 了 B _P ZX 
4.O.P 了 ; Q.R. 了 .对 都 是 调和 点 列 ( 图 2-22) . 

证 明 考虑 以 0 为 中 心 的 线束 ， 可 知 (QRIYZ) 
一 (DB|PX)， 考 虑 以 4 为 中 心 的 线束 ， 可 知 (Q@R|Y 了 ) 
(BD|PX)， 于 是 


(BDIPX)~(DBIPX) -Tgplpy. | 


从 而 (DB|P)= 圭 1， 由 于 (DD|PX)=1, 而 B#*D, 可 


知 (DB|PX)#1, 于 是 (DB|PX) = 一 1, 即 D.B.P. 了 (各 
Q@、 忌 了、 并) 是 调和 点 列 ， 类 似 地 , 可 证 4.0.P、Y 也 是 调 
和 点 列 . 证 毕 . 

给 了 一 个 四 边 形 4BOD, 除了 对 角 线 40 和 BD 之 外 ， 
我 们 把 两 组 对 边 的 交点 连 成 的 线段 QR 也 叫 作对 角 线 . 
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423CDQR 叫 作 是 完全 四 边 形 定理 7 可 以 重新 叙述 成 : 完 
全 四 边 形 的 任意 一 条 对 角 线 的 两 端 ， 都 被 它 和 另外 两 条 对 
角 线 的 交点 所 调和 分 割 ， 

设 了 .8 号 是 同一 直线 上 三 个 不 同 的 点 ， 定 理 7 给 出 
求 点 了 使 得 (了 ZY|QR) = 一 1 的 方法 ， 在 该 直线 外 任 取 一 
点 4, 连 结 44 和 4 局 过 并 作 一 直线 , 与 49. 4 尼 分 别 交 
于 8B 和 D; DQ 和 BR 交 于 C0, 则 4C 和 RQ 的 交点 即 为 所 
求 . 


究 所 有 四 边 形 的 射影 等 价 分 类 ， 我 们 这 里 所 说 的 四 边 形 ， 
都 指 的 是 它 的 任意 三 个 顶点 均 不 共 线 .前 已 指出 , 任意 两 个 
三 角形 都 是 射影 等 价 的 (参见 本 书 第 24 页 ) ， 更 确切 地 说 ， 


设 人 4BO 和 和信 4'B'O' 是 任意 两 个 三 角形 ， 都 可 以 通过 有 


限 次 中 心 射影 , 把 4、.B.0 分 别 变 为 和 4、B'、0， 现 在 我 们 


要 进一步 证 明 ; 所 有 的 四 边 形 都 是 彼此 等 价 的 ， 更 确切 地 


说 ,我 们 有 如 下 的 重要 定理 : 

定理 8 设 4、B.、 CO、 妃 是 同一 射影 平面 上 的 四 点 ,并 
且 任 意 三 点 均 不 共 线 .而 4'、B'、0'、D’ 也 是 这 样 的 四 个 
点 ， 则 存在 有 限 多 中 心 射 影 依次 作用 所 给 出 的 变换 把 4、 
了 BC、 也 分 别 变 成 4、B'、O'、 了 . 并 且 ， 这 个 变换 是 唯一 
的 : ， 
证 明 设 直线 AB 和 OD 交 于 了 4B 和 和 0D 交 于 
"(图 2-28)， 首 先 ; 我 们 将 这 两 个 图 形 放 到 两 个 不 同 的 平 
面 w、w 中 .使 B 与 8 重合， 并 且 位 在 西平 面 交 线 1 上 ， 
。60 ，。 - 


现在 我 们 谈 调和 点 列 和 复 比 的 应 用 ， 第 一 个 应 用 是 研 


由 图 2-23 2-24 
并 且 B'F' 和 了 B 均 与 1 只 有 一 个 交点 B( 一 B')， 设 P 为 
44' 和 也 F' 的 交点 ， 则 以 卫 为 中 心 的 中 心 射影 将 B'、 和 4 和 、 
了 F' 变 为 B、4、 了 ， 因 此 ,在 图 2-23 中 ,我 们 不 妨 可 设 B4 
一 B'4'，AF A4'F'， 类 似 地 ,我 们 再 把 这 两 图 形 放 在 两 个 
平面 中 ,将 B.4、 卫 与 B、4'、 "重合 ,并 且 它 们 都 放 在 两 
平面 交 线 上 ， 以 DD' 和 00’ 的 交点 为 中 心 的 中 心 射影 将 
C.D 分 别 变 成 0'.D', 而 4=4 和 B=B' 保持 不 动 . 从 而 
将 4,B.O.D 分别 变 成 4 BO 了. 

现在 我 们 证 明 这 样 变换 o 的 唯一 性 ， 由 于 这 样 的 变换 
是 有 限 个 中 心 射 影 变 换 依 次 作用 的 结果 ， 所 以 它 仍旧 保持 
射影 不 变性 质 ， 特别 地 ， 它 将 直线 变 成 直线 并 且 保持 复 
. 比 不 变 ， 和 由 假设 ,o 把 4、8B.0.D 分 别 变 成 4.B'、0'、D'. 


为 了 证 明 c 的 唯一 性 ， 我 们 只 克 PP 
要 证 明 ,对 于 4BOD 所 在 平面 ,24 
的 每 个 点 也 , o 都 把 卫 变 成 ” /ME 多 
AB'O'D' 所 在 平面 的 唯一 确 Si AS 
定 的 点 及 '， 为 证 此 , 仍 设 4B 2 25 


.和 0DD 交 于 卫 ,， 4'B' 和 和 0D' 交 于 P'， 又 设 LB 和 CD 交 
» 6l、 


于 乡 ,OZ 和 4PB 交 于 (图 2-25)， 注 意 O、D, 了 是 三 个 
不 同 的 点 , C.D'.F' 也 是 三 个 不 同 的 点 , 并 且 o 把 也 变 为 
Fr"， 如果 Z 是 0 也 或 者 则 o 把 2 变 成 0、D' 或 者 
7 如果 2 不 是 0.D.F, 则 (CD|Z) 是 一 个 实数 ， 根 据 
上 节 习 题 人 4 0'D' 直 线 上 存在 唯一 的 点 2'， 使 得 (0'D， 
12Z'F') = (0D|ZF) .由 于 o 保持 复 比 , 所 以 o 必然 把 Z 变 
成 2， 换 名 话说 ,o 把 2 变 成 0'D' 上 唯一 确定 的 点 2'. 同 
样 地 , o 也 把 了 变 成 4.B' 上 唯一 确定 的 点 了 '， 因 此 ,， 若 
B'Z' 和 0'Y' 的 交点 为 站， 则 把 工 变 到 唯一 可 能 的 点 
了 了 '， 这 就 证 明了 o 的 唯一 性 ， 证 毕 . 

现在 我 们 再 引进 一 个 术语 ， 我 们 把 有 限 个 中 心 射影 依 
次 作用 所 给 出 的 变换 叫 作 是 射影 变换 ， 于是, 定理 8 可 以 
简 述 为 ,存在 着 唯一 的 射影 变换 ,将 4. B、O、 卫 分 别 变 成 
4'、B'、0'、D'， (其 中 4、B、O. 吃 是 射影 平面 上 四 个 点 ， 
并 且 任 意 三 个 均 不 共 线 ，4'、B'、0'、D' 也 是 如 此 ，) 而 射 
影 平面 上 的 两 个 几何 图 形 射影 等 价 ， 就 是 指 存在 一 个 射影 
变换 将 其 中 一 个 变 成 另 一 个 ， 我 们 知道 , 射影 变换 将 射影 
查 线 变 成 射影 直线 ,并 且 保 持 复 比 。 现在 我 们 证 明 反 过 来 
也 对 , 即 | 
定理 9 ”射影 平面 7 到 射影 平面 mw 上 的 变换 oC 即 点 
之 闻 的 一 一 对 应 ) 车 将 射影 直线 变 成 射影 直线 , 并 且 保 持 复 
比 , 则 oc 必 为 射影 变换 . 

证 明 设 4、 B、O. 有 刀 是 射影 平面 zw 上 四 个 点 ,并 且 任 
意 三 点 均 不 共 线 ，e 把 它们 分 别 变 成 射影 平面 x 上 的 点 
。62。 


4'、B'.0'、D， 由 于 o 将 射影 直线 变 成 射影 直线 ,， 可知 
4'.B'.O'、D’ 中 任意 三 点 也 不 共 线 ， 定 理 8 已 经 证 明了 存 
在 射影 变换 o' 把 4、 B.C 也 分 别 变 成 4、.B'.0'、D'. 现 
在 变换 o 和 oo 均 把 射影 直线 变 成 射影 直线 并 且 保持 复 比 ， 
而 在 定理 8 证 明 的 后 一 半 我 们 实际 上 是 证 明了 只 有 唯一 的 
这 样 的 变换 将 4、B, 0. 刀 分 别 变 戌 4、B'、O'、D'. 于 是 
0G=0', 即 0 是 射影 变换 ,证 毕 ， 

。 由 定理 9 可知， 将 射影 直线 变 成 直线 和 保持 复 比 这 两 
条 ， 是 射影 变换 的 最 基本 性 质 ， 我 -一 
们 在 下 节 还 要 对 此 作 进一步 讨论 ， o so, \, 

我 们 已 经 看 到 ， 在 完全 四 边 形 AN| 

中 包含 着 三 组 调和 点 列 ， 现 在 介绍 四 
与 圆 相 联系 的 一 个 调和 点 列 ( 另 丙 图 2-26 
个 参见 本 节 练 习题 第 4 和 9 题 )， 

[ 例 2] 过 贺 O 外 一 点 C 和 圆心 O 作 直 线 , 与 该 圆 交 
于 和 4 和 B， 直线 OT 与 该 圆 切 于 点 T, 过 7T 作 4B 的 垂 线 
其 释 足 为 D, 划 4、B.O.D 为 调和 点 列 ( 图 2-26). 

”证 明 设 04=m 40=a， 则 (OT)?= (r+@)? 一 vr? 
一 2 十 2ar， 


DoO= 0D 玫 十 20r 
OO 人 十 GE ” 


D4=DOo-e=- 和 

. 六 十 @ 

BD=2r_ DA 2 十 or 
T+ “ 
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于 是 


证 毕 . 
现在 我 们 利用 调和 分 割 证 明 一 个 著名 的 定理 . 
定理 10( 塞 瓦 (G. Ceva, 1648~1734) 定 理 ) 设 入 4B0O 
三 边 4B、BO、0Q4 上 分 别 有 点 0、 4、B， 则 直线 44、 
BB'、O0' 共 点 的 充分 必要 条 件 是 4 
CC ) (BOA) (OAB) =—1. (1) 0 SN _ 
证明 设 Q 是 BO' 和 BO 的 交 pA 
点 ,PP 是 BB’ 和 00’ 的 交点 ,4 是 4P CI 
与 BO 的 交点 ， 我 们 只 需 证 明 ， 图 3-27 
(ABO') (BO4)(04B) = 一 上 (2) 
因为 如 果 (2) 式 成 立 , 则 (了 D 式 相当 于 (B804') 一 (BOZF), 即 
4'= 开 . 从 而 ( 卫 式 相当 于 44 DB OC' 共 点 .， | 
由 梅内 劳 斯 定理 (采用 本 书 第 87 页 练习 题 第 3 题 的 形 
式 ), 我 们 有 (4BO)(BOQ)(O4B') 1， 又 由 于 B.0.4.Q 
是 调和 点 列 , 从 而 (BO) 一 一 《BOQ)， 由 这 两 个 公式 即 得 
(2) 式 , 从 而 证 明了 定理 10. 
前 面 我 们 讲述 了 调和 点 列 。 完 全 类 似 地 ， 我 们 可 以 定 
义 调和 线束 ， 设 a.5.c.9 是 共 点 的 四 条 直线 , 如 果 (aB|ed) 
= 一 1, 则 它们 叫 作 调和 线束 ， 由 于 线束 的 复 比 等 于 用 一 直 
线 截 出 的 点 列 的 复 比 (上 节 定 理 2), 从 而 由 本 节 例 1 可 知 ， 
。 6 。 


三 角形 过 一 顶点 的 内 角 和 外 角 平 分 线 与 过 该 顶点 前 两 边 形 
成 调和 线束 .在 完全 四 边 形 中 , 包含 有 许多 调和 点 列 ( 定 理 
7), 从 而 也 包含 许多 调和 线束 . 比 
如 我 们 有 如 下 的 定理 : 

定理 % 设 &.5.c、G 是 平面 
半边 形 的 四 条 边 。，& 和 2 的 交点 
与 c 和 4 的 交点 相连 结 为 直线 9i 图 2-28 
4: 和 的 交点 与 了 和 < 的 交点 相连 结 ， 为 直线 +; 4 和 。 交 
点 与 ?和 和 &@ 的 交点 相连 结 为 直线 2:- 设 直线 9 和 7 交 于 
点 五 点 工 与 5 和 dd 的 交点 相连 结 ， 为 直线 2; 点 卫 与 
4 和 6 的 交点 相连 结 为 直线 y。， 则 以 点 工 为 中 心 的 线束 
9、7、 2 是 调和 线束 - 0、5、 Pp、w 和 a&、6、p、y 也 均 是 调 
和 线束 . 

: 证明 .根据 定理 7，g、r、2、2 与 直线 p 的 四 个 交点 是 
调和 点 列 ， 从 而 9、7、y、 2 是 调和 和 线束。 类 似 可 证 另外 两 
组 线束 的 调和 性 ; 

由 前 面 的 例 2， 我 们 直接 得 到 ， 

f 例 33 过 圆 0 外 一 点 C 和 圆心 0 的 直线 ， 与 该 圆 
交 于 4 和 也 .过 O 作 该 圆 切线 , 切 点 为 了 .过 全 作 48B 的 
垂 线 ; 垂 足 为 写 《参见 图 2-26)， 则 TA. TB TO. TD 是 
调和 线束 . 

最后, 我们 再 举 一 个 用 调和 点 列 求 轨 迹 的 例子 ， 

[例句 设 4、B、O 是 不 共 线 的 三 个 定点 ,! 是 过 点 CQ 

的 一 条 直线 ，P 卫 是 直线 ! 上 一 个 动 点 、 设 4P 和 BC 交 于 , 
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点 瑟 , 40 和 BP 交 于 点 也 ,求证 六 了 酒 过 一 个 定点 ( 即 当 
也 在 1 上 移动 时 ，XY 形成 一 个 线 
束 ). 

证 明 设 罗 是 1 与 48 的 交 
”和 点 且 是 XY 了 与 48 的 交点 (图 
图 2-29 2-29)， 我们 得 到 完全 四 边 形 
YPXOAB， 于 是 ， 由 定理 7,B、 瑟 、4、 尺 是 调和 点 列 。 
由 于 4、 B、 尺 均 为 定点 ， 从 而 及 也 是 直线 4B 上 一 个 定 ， 
点 ,而 革 Y 直线 通过 定点 互 ， 证 毕 . 


练习 题 (六 ) 

1. 若 4、B、O0. DD 是 某 直线 上 的 调和 点 列 , 则 B、4、 
0.D;O. D 4 已 4 B.D.0O 均 是 调和 点 列 . 

2. 设 4. BO. 吃 是 调和 点 列 ，L 为 线段 0D 的 中 
点 , 则 AM:BM= (OM)’. 

3. ' 设 直线 1 与 八 4BO 的 BO 边 平 行 ， 县 与 40 和 和 
4B 分 别 交 于 DD 和 名。 BD 和 0 
交点 为 0， 求证 直线 40 和 BO 的 
、 交点 是 BC 的 中 点 . \ 

4. 设 0 和 0' 为 相交 于 两 点 
PP、Q 的 两 个 圆 的 圆心 . 过 0 的 一 (第 4 亚 图 ) 
直线 与 圆 O 交 于 CO 和 D, 与 贺 0' 交 于 4 和 了 了， 求证 ，4、 
了 3、O、 忆 形成 调和 点 列 的 充分 必要 条 件 是 加 0 和 圆 @ 正 
交 ( 即 OP 和 OP 二 直 )， 
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5， 射 影 变换 o 将 某 直线 上 商 点 4 各 保 持 不 动 ， 并 
且 将 该 直线 另 一 点 O 变 为 第 四 点 也 求证: o 将 也 变 为 O 
-的 充分 必要 条 件 是 4B 0. 也 为 调和 点 列 ， 
6. 设 且 4s, 44 是 同一 射影 平面 上 的 四 条 射影 直 
线 , 并且 其 中 任意 三 条 均 不 共 点 ， 又 车 及 、 妈 ,如 .如 也 是 其 
有 同样 性 质 的 四 条 射影 直线 ， 求 证 存在 唯一 的 射影 变换 ， 
将 五 、 4、 1 及 分别 变 成 及 、 收 以、 及. 


9. 设 4、B、O、D、 加 .也 是 档 贺 ， 人 
上 六 个 点 ,4 和 8B 在 如 PF 的 一 俩 ， 0 和 pK) 
了 在 卫 8 的 另 一 侧 ( 如 图 ); 如 果 加 了 P 和 La 
40, 4D，BO,， BD 分 别 交 于 了 P, Q, P 
Q。 求证 (第 7 题 图 ) 

(BF|PQ)—(BFIP'Q). 

8. 在 人 和 人 4,4,4; 的 三 边 14,, 434。， AsAy 上 各 取 一 
点 Ds， 了 Ds, 设 44Di 和 4D， 交 于 了 Pa，4sDs 和 AsDs 交 
于 Pi,，4sDs 和 AiD1 交 于 也 .求证 

(AiD:i| PsPs) = (4sD,| PsPi) = (AsDs1 PP,). 

”9. 两 圆 01 和 0s 相交 于 4、B 两 点 ，1 是 它们 的 公 切 
线 ， 与 圆 O: 和 0 分别 切 于 点 了 和 全， 过 点 4 和 B 再 作 
回 0, 与 7 交 于 卫 和 P' 两 点 ,求证 (PP'|TyT5) = 一 1， 

10. 设 4、B、O、D 为 一 直线 上 的 四 点 ， 则 (4B|0D) 

一 一 1 的 充分 必要 条 件 是 四 四 


而 -( 而 + 而 )、 


11. 设 4BOD 是 平行 四 边 形 . :过 4 作 直 线 。 A 9 入行 
子 对 角 线 BD, 求 证 (4 有 FR, ho 4 人 = 一生 

12. 设 过 点 卫 可 作 圆锥 曲线 .@ 的 两 条 切线 ; 其 切 点 分 
别 为 Ti 和 了 3， 过 也 又 作品 的 一 条 割 线 ， 和 人 交 于 BR、S 
两 点 ， 设 此 割 线 与 了 7 交 于 @， 求证 (PQ| BS)~ -1 


4. 射影 坐标 ， 


代数 只 曾 引入 


这 一 节 我 们 换 一 下 口味 ， 讲 一 点 代数 . 我 们 在 本 书 一 
开头 说 过 , 笛 卡 儿 在 欧 氏 平面 里 引入 直角 给 标 系 , 从 而 将 平 
面 图 形 的 性 质 和 问题 化 成 解 方程 组 等 代数 问题 ， 产 生 了 和 解 
析 几 何 . 将 欧 氏 平面 扩大 成 射影 平面 之 后 , 是 否 仍 有 适宜 
的 坐标 系统 来 表达 点 、 射 影 直 线 以 及 其 他 几何 图 形 呢 ? 答 案 
是 肯定 的 ， 这 就 是 本 节 中 所 要 讲 的 射影 坐标 ， 

在 平面 解析 几何 中 ， 欧 氏 平面 上 每 个 点 用 坐标 (ww 纺 
表示 , 而 每 条 直线 可 表示 成 二 元 一 次 方程 ， 

Qt + ay rao=0, - . (1) 
其 中 和 四 不 全 为 零 ， 在 射影 平面 中 每 个 点 卫 用 三 个 
坐标 表示 成 (vo;w1: :za)， 其 中 zo、 wi vs 不 全 为 零 , 叫 作 是 点 
了 的 射影 坐标 (也 叫 作 章 次 坐标 )。 但 是 要 注意 : 如 果 两 组 
射影 坐标 (zo:oaio) 和 (oh:d: 双 ) 相差 一 个 公共 的 非 零 因 
子 , 即 存在 实数 w 尖 0, 使 得 zo 一 az0、 一 aol oa 一 ax 则 规 
定 它们 表示 同一 个 点 , 即 : 
638° 


(Zo: 1: 3) 一 (aao:aza:aza) . (对 于 a#0) 
否则 , 它们 便 表示 射影 平面 上 不 同 的 点 .于 是 , 当 zo 六 0 时 ， 
其 身影 平面 上 前 点 (oozmazg) 也 就 是 点 (1: 名: 鱼 ), 我 们 


把 个 点 等 同 于 隐 民 平面 上 的 点 (名 ， =) 换 句 话说 ， 
欧 氏 平面 上 的 点 (z, 力 春 成 扩大 了 的 射影 平面 上 的 点 ， 它 
的 射影 促 标 是 (1:2z: 的 ,或 者 (aaz:ag) ,其 中 a 是 任意 非 党 
实数 ， 若 (&, 奶头 (2 9 易 知 (25 幼 关 :2 9) ( 因 
为 车 (41:3: 四 天 (09), 则 I 一 lea z=w'a.y 一 Ys 于 是 
4 一 1 而 %=wy=y ,从 而 (z, 纷 = (oo g 轨 ，) 所 以 ， 射影 平 
面 上 其 射影 坐标 mo 关 0 的 那些 点 和 欧 氏 平面 上 的 点 是 一 一 
对 应 的 从 而 利用 射影 坐标 和 上 述 的 对 应 方式 , 我 们 把 欧 
氏 平 面 以 代数 的 方式 嵌 到 射影 平面 之 中 。 显然, 射影 平面 
中 射影 坐标 zi= 0 的 那些 点 (0:ziso) 就 应 当 对 应 着 无 穷 远 
点 ， 为 了 更 清楚 地 说 明 这 件 事 ， 让 我 们 回 到 欧 氏 平面 中 直 
线 的 方程 (DD， 将 此 方程 中 的 直角 坐标 (% 人 改 成 它 它 的 身 
影 坐 标 (ao:xdtcz)， 即 令 


代入 (DD 式 ， 就 得 到 一 个 齐 次 方程 , 
oro Civ + Gatam 0 (2) 
其 中 a 不 全 为 零 . 如 果 把 这 个 方程 看 成 是 射影 平面 申 
的 方程 ,对 于 它 的 解 (zo:zi:z 直 (这 旦 v0、 wx os 不 全 为 零 )， 
在 wo*0 时 ， 就 是 欧 氏 空间 中 普通 直线 上 的 点 ; 而 在 zo= 0 
他 办 人 


时 ， 它 在 射影 平面 中 只 有 一 个 解 (0:cs: 01) ， 这 就 是 该 普 
通 直 线 (D) 上 所 要 添加 的 那个 无 穷 远 点 ! 因此 , 当 was 不 全 
为 零 时 , 方程 (]) 表示 射影 平面 中 的 一 条 射影 直线 ， 它 是 普 
通 第 线 (1) 加 上 无 穷 远 点 (0:ma: -ay)， 由 于 射影 平面 中 
每 个 无 穷 远 点 都 是 由 某 个 普通 直线 所 添加 出 来 的 ， 因 此 庙 
影 平 面 中 的 每 个 无 穷 远 点 的 射影 坐标 都 具有 形式 (0:oa: 
%) ,其 中 和 m4 不 全 为 零 ， 特 别 , 当 mm*0 时 , 这 个 无 穷 


远 点 以 写成 (0:1: 各)， 而 当 mm#0 时 ， 它 可 以 写成 (0 
: 香 :1). 这 些 无 穷 远 点 恰好 是 方程 so=0 的 全 部 解 (0:& 


;29) (其 中 ia 不 全 为 零 )、 所 以 , 当 oo#0.61=0o=0 时 ， 
方程 (2) 表达 出 射影 平面 中 的 无 穷 远 直线 ! 于 是 ,对 于 任意 
一 组 不 全 为 零 的 实数 co、 a4、 @s, 方程 (2) 均 表 示 射 影 平 面 
中 的 一 条 射影 直线 ， 而 且 将 ao、 as 改 成 uan aax、ais 时 
(其 中 a 为 任意 非 零 实数 ), 所 得 到 的 新 方程 与 原 方程 (2) 是 

我 们 把 射影 直线 (2) 表示 成 [eo 04: 42] (其 中 0、 @1、 @% 
不 全 为 零 ), 由 上 述 可 知 , 对 于 任意 非 零 实数 w [ao:m:aa] 
一 [oao:oua:oaaa]， 所 以 ,在 射影 平面 中 , 点 和 射影 直线 的 代 
数 表达 方式 极其 相似 ， 只 不 过 点 采用 圆 括号 而 射影 直线 采 
用 方 括号 ， 因 此 , 我们 电 把 [go:41: 0s] 明 作 直 线 (2) 的 射影 
坐标 ， 请 大 家 证 明 ， 如 不 存在 非 零 实数 w， 满 必 wo= aa 
0 一 adt aa 一 ad2 则 [ao: G4: ge] 和 [Lassi:9 纪 是 不 同 的 射影 
直线 .| 
* HO. 


我 们 还 需 验证 ， 两 条 平行 的 普通 直线 上 添加 了 同一 个 
无 穷 远 点 ， 而 相交 的 普通 直线 具有 不 同 的 无 穷 远 点 ， 设 
to 十 Ww 十 WY 二 0 和 9 十 鸳 2 十 Gy 一 0 是 欧 氏 平面 中 两 条 不 
同 的 直线 ， 大 家 从 解析 拖 何 中 知道 , 这 两 条 直线 平行 的 充 
分 必要 条 件 是 


Q1 Qs! 
a =0102 一 igs = 0, 


i of 


而 这 两 条 直线 上 所 添加 的 无 穷 远 点 分 别 是 (0:go: 一 oz) 和 
(0:c:; 一 @1)、 不 难 证 明 , 这 两 个 无 穷 远 点 相等 的 充分 必要 
条 件 也 是 m02 一 m16a=0， 因 为 邵 果 (0:62: 一 01) 一 (0:a2 
:一 a1)， 则 存在 a 去 0， 使 得 @s=c@2、 wy 二 om04， 从 而 ai02 
一 Qigs 一 00i02 一 00102 一 0。 反之 ,车 ouia? 一 aigs 一 0， 即 oaq2 
一 Qo, 由 于 以 和 慑 不 全 为 堆 , 在 居 0 时 令 a 一 吕 , 在 中 
0 时令 a=@z/q, 我们 总 有 04a 一 04s.m4 一 og1、， 综合 上 述 ， 
我 们 证 明了 , 两 条 平行 直线 添加 同一 无 穷 远 点 ,而 两 条 相交 
直线 添加 了 不 同 的 危 穷 弟 点 . 
通过 上 面 的 过 程 ， 我 们 在 射影 平面 中 引进 了 完美 的 射 
影 坐 标 系 。 每 个 点 表示 成 (zo:z4:23) (其 中 xo、 zi ms 是 不 
为 堆 的 实数 )，xzo= 0 时 表示 无 穷 远 点 ， 而 每 条 射影 直线 
wozo 十 dd014 十 Go20o 一 0 表示 成 [co:ci:aaj (其 中 oai、aaz 不 全 
为 零 ), 而 m=as=0( 于 是 mw 0) 时 表示 射影 平面 中 那 条 无 
病 远 直线 , 即 无 穷 远 直线 为 [1:0:0] 
有 了 代数 工具 之 后 ， 射 影 几 何 中 的 许多 几何 后 问题 同样 


A 


订 以 化 成 代数 才 达 方式 . 例如 ; 教 们 看 如 何 用 对 时 影 些 标 来 
刻 划 三 点 共 线 和 三 线 共 点 性 质 , 

定理 11 (射影 平面 上 三 个 点 (co: 各 :2s)、 yo: V4 
:ya) 和 和 (zo: 如 :22) 共 线 的 充分 必要 条 件 是 ~ 

Wo Wm ws * 

. yo _ Yi Ye 一 0. 
2 

.(2) 射影 平面 上 三 条 射影 直线 [ao:mi:aq]j- 12020120 
和 [co:ox:og] 共 点 的 充分 必要 条 件 是 
0 人 克 
bo. 到 bo 


0. 


i | co C1 .03 _. 
证 明 三 点 (wo: V1: oa > (yo: :ri :0o) 和 (za:: 21: :4a) 均 在 直 
线 [@o:ai: 62] 上 ,相当 于 说 (X,Y 了, 2) = (co 6 oo) 是 下 列 
三 元 一 次 方程 组 的 角 
人 wo 尽 十 了 十 v227 二 .0, 
br 
. + Y +2Z =0. 、 
由 于 oa、q 不 为 夫 , 而 由 代数 知识 我 们 知道，: 上 上 述 方 各 
go wt | 
组 有 不 全 为 零 的 解 ， 当 且 仅 当 生 行列 式 | go。 如 纪 | 等 于 夫 ， 
so 筷 ;| 
这 就 证 明了 (1 ， 完 全 类 似 地 可 证 明 (27，. 
定理 我. ( 伸 设 4= (cosm3:os) 和 五 (86: 纹 2 中 是 两 


个 不 同 的 点 ， 则 点 (2zo:o:72) 在 4 刀 直 线 上 的 充分 必要 条 
件 是 存在 两 个 不 全 为 零 的 实数 入 ， 使 得 oj 一 Xe 十 AD 其 
中 =0, 了 2) ， 

(2) 设 1= [ao:ar:@a] 和 和 m= [bo: 1:5s 是 两 条 不 同 的 
射影 直线 ， 则 射影 直线 w= [zo:w1:2sj 与 1 my 其 点 的 充分 
作 要 条 件 是 存在 两 个 不 多 为 罕 的 实数 入 、 bb, 使 得 4 一 和 Gi 十 
jb:( 其 由 ji=0, 1, 2). 

“证明 “(1) 和 (2) 的 证 明 完 全 类 似 ， 我 们 只 证 明 (2)， 
根据 定理 11, 若 直线 m 和 % 共 点 , 则 | 


ao bo wo [go ai aa 

qi bi ml bo bh $1 =0, 

Co “ba wa 20 V1 Va 
于 是 方程 组 i 


mo +boF +20Z 一 0， 
{ax + tug 0, (4 
1 oj 开 十 DTaog=0 .| 
有 不 全 为 零 的 解 开工 .QG，、 如 果 各 =-0， 则 子 和 六 不 全 为 


0 ， 当 玉 子 0 时 


z er 
当 了 0 时 
加 b= 多 os 


(其 中 i=0, 也 2)， 即 总 有 [ao:ar: az] 一 [5o:B4:5s]， 这 与 
我 们 假定 1 关 m 相 矛 质 ， 所 以 , 必然 G 交 0， 于 是 (人 式 可 
和 


好 一 -入 a 
: (其 中 $=0, 二 2). 取 


入 = 一 一 = 一 一 


Z、 多 
即 为 所 求 (由 于 ma ozds0a 不 全 为 零 ， 从 而 和、 也 不 多 为 雪 )， 
反之， 如果 mr NGs 十 HDL( 基 中 40, 二 2)， 令 直线 7 和 %m 
的 交点 为 (yo: 角 :ya), 则 et a ted, bogyo +t bi8ls+ 
bys 一 0, 于 是 
woyo + Wy1 + vaya = (Naot bo0)yot (N+ by) Ys 
+ (Ma p02) = NAGoyot ws 
+ ys) + (Doyot 01Y1+ B23) 
.=0. 
即 直 线 ww 也 过 7 和 ms% 的 交点 , 从 而 三 直线 共 点 。 证 毕 . 
现在 我 们 次 如 何 用 身影 从 村 来 表示 点 列 和 线 束 的 复 
比 . 
定理 18 ( 伸 设 4=(co:oi:as)， 史 一 Cs O 
一 (C0:0i:02), D 一 (do:1:03) 是 同一 射影 直线 上 四 个 不 同 
的 点 ，6: 二 Xm 十 0 一 入 G1 十 wbs (其 中 =0, 二 2)， 则 
(4B|OD)- 揭 /名 | 
| (2) 设 1= [ao:@: :aa]， m= [bo: bi: 62] ,n= coe: 61° :02l, 
p= [do:01:d2] 是 共 点 的 四 条 不 同 射 形 直线， 一 hay 二 pbs 
0 一 Maity5( 其 中 j=0, 1 2), 则 站 
:和 


(mlnp)= 吕 / - 

证 明 (1) 由 于 中 心 射影 保持 复 比 ， 我 们 通过 中 心身 
影 总 可 使 4.B、O、 了 所 在 的 射影 直线 不 是 无 穷 远 直 线 。 并 
且 也 不 妨 假设 4、B、O、 DD 均 不 是 无 穷 远 点 (因为 利用 连 
续 性 不 理 即 可 由 此 证 明 这 四 点 有 一 个 为 无 穷 远 点 的 情形 )， 
于 是 go、 bo、 co、 do 均 不 为 0。 不 妨 设 go 一 Bo 一 则 写成 直 
角 坐 标 , 4 = (@1, 63), B=(b:, ba), 


O= ( 和 aa 十 Di 入 Ca 十 1Ds ), 
入 十 由 ” 入 十 凡 


一 A wb pe 
D ( 入 二 ”A+ ). 


又 可 用 中 心 射影 把 这 条 直线 投射 到 直角 坐标 系 的 OX 轴 
上 ,即将 点 (%, 引 ) 变 成 (zw, 0)， 于 是 4、B.O. DD 本 点 分 别 
变 成 实数 轴 上 的 点 4 一 wm,，B' 一 051 


O' = 和 Cd 十 Wb1 也 = A'Gi 二 bs 
入 十 以 3 机 A'+ . 
Ppp LO /A'D’ 
是。 (4810D)-(4B10D)- 甸 9/ 多 
但 是 
A'O’ 一 A wbs Nat pb 1 
BO’ 入 十 几 -3 二 + 一 
(ee )Ce ~ 
A 十 以 入 十 内 和 
昌 AD < Ek 
类 似 地 , BD pW 全 
于 是 (4B10D)- 坚 / 妈 ， 
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《2) 由 于 线束 复 比 也 是 射影 不 变量 ， 从 而 我 们 不 妨 伪 
定 7 和、 %、 也 均 不 是 直线 [0:1:0]， 于 是 ao as 不 能 同时 
为 零 . 由 于 点 (ao: v1: za) 在 直线 [oo: Cd oa 上 的 充分 必要 条 
件 是 Goto + G04 + Gg — 0, 从 而 可 直接 验 证 71= [eu: :a] 
与 [0:1:0] 的 交点 为 4 一 (@2:0: 一 qo 类似 地 , mw Dp 与 
[0: 1:0] 的 交点 分 别 为 B=(%2:0: ~ bo); 0 一 (oa:0: 一 区 一、 
(Nos jobs: 0: AC— 0g0) + — bo0)); D= (gs: :0: 一 go)= Nas 
+ MDa:0:N(—g0) tH( ~ bo)). 于 是 ， 由 本 定理 的 第 后) 
部 分 , 即 知 - . 

Gml 中 ~ -Uae 入/ 各 


证 毕 . 
射影 变换 是 否 也 有 代数 志 达 方式 呢 ? 答案 也 是 令 人 答 

快 的 ， 设 ou( 其 中 0<3. j<2) 是 九 丫 实数 . 考虑 射影 平 

面 上 的 映射 c, 它 把 点 (zozza; v2) 变 为 点 (yo: yys), 其 中 

7 Yo= Goor0 Coiti 十 dios, 一 - 

| Caozo 十 Ga + G12pa 《3) 

Yo Go000+ adi Foor ~ 党 

各 果 点 (ou zx:dza) 的 射影 坐标 改 成 用 (axzo:azi:azs)( 其 只 
xx0)， 册 用 〈3) 式 算出 把 它 变 汽 (agpssagi:og 汪 这 与 
(Yo: ys: Ys) 是 同一 个 点 . .所 以 映 庙 g 确实 把 射影 平 商 上 的 
点 映 成 点 ， 即 与 点 的 射影 您 标 前 不 同 选 职 方 式 无 关 . 利用 

三 元 一 次 联 立方 程 解 的 代数 特性 ,可 .以 证 明 . 5 是 变换 (最 . 
是 射影 平面 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ) 的 充分 必 妆 条 件 是 系数 
行列 式 一 ~ 二 


。 .6 。 


| co Gor toa | 
Wi CH G12 
1GC2o Wi 22 
不 等 于 零 ， 现 在 我 们 证 明 
”定理 到 形 如 (8) 式 的 变换 是 射影 变换 . 并 且 , 射影 
平面 上 的 每 个 射影 变换 均 具有 (8) 式 的 形式 . i 
证 明 我们 根据 定理 9， 为 了 证 明 由 (8) 式 定义 的 变换 
o 是 射影 变换 ， 只 需 证 明 c 将 射影 直线 变 成 射影 直线 ， 并 
且 保持 复 比 不 变 , 设 4= (wow1; :£2)、 B= (Yo:Yi:Y2): 公 
一 (go: 为 :2g) 是 共 线 的 三 个 不 同 的 点 , 则 一 hs+ 1s( 其 中 人 
-0, 1, .2), go 把 4、B、C 分 别 变 成 4 = (wo:m1:22)、B 
一 人 go: Sy: :yD.0'= Ca: :21:z2), 其 中 


2 
Ln . 
WV 一 > ikThy 
k= 
; 2 
% = Yn 


2 -六 Caz2x 一 Sano pg) 
一 人 之 inTxt Kt | GixYn 一 和; 十 Wy 

(这 里 4 一 9, 1 2). 因此 4 B'. CO 共 线 . 这 就 证 明了 
把 射影 直线 变 成 射影 直线 .进而 ， 设 D= (7o::: 刺 ?) 是 
AB 直线 上 第 4 个 点 ， 于 是 Wi=Nwt pw yi( 这 里 5==0， i, 
2). 如 上 所 证 ， 可 知 o 把 点 卫 映 成 D =CW5:Wi:WW3), 其 
中 TW! 一 Na 二 wy (其 中 6 一 0, 1,2)， 根 据 定理 14, 我 们 

ae 77 。 


知道 ， 
(4BIOD)- 世 / 各 (A'B'IO'D’). 
从 而 o 使 复 比 不 变 。 这 就 证 明了 o 是 射影 变换 , 

另 一 方面 ， 设 + 是 射影 变换 ， 则 它 把 4 一 (1:0:0), B 
= 一 (0:1:0)，O= (0:0:1), =( 主 :1:1) 为 顶点 的 四 边 形变 
成 四 边 形 4 和 8'O'D (利用 定理 11 验证 4、B、O、DD 任 三 点 
均 不 共 线 ,从 而 4BOD 是 四 边 形 )， 我 们 只 需 具体 求 出 一 
个 形 如 (8) 式 的 变换 oc， 使 得 o 将 4、B、O、D 也 分 别 变 
成 价 、B、 OD’' 即 可 ， 因 为 我 们 知道 7 和 oo 均 把 射影 直 
线 变 成 射影 直线 , 并且 保持 复 比 ; 它们 又 同时 将 4、B8、0.D 
分 别 变 成 4、 B'、0'、D'， 根 据 定理 8 证 明 的 后 一 半 可 知 ， 
这 样 的 变换 是 唯一 的 ， 从 而 go=7z， 即 7 是 形 如 (3) 的 变 
换 ， 

为 了 寻求 一 个 形 如 (8) 式 的 变换 c， 使 得 它 将 4、B、 
0. 刀 分 别 变 成 4、B、 0'、D'， 我 们 令 4 = (go:41:43)， 
B'= (bo:bi1: bs), 0'=(00:01:09), D'= (do:di:0s)， 用 下 式 
定义 一 个 有 映 射 o: 

go 一 oozo 十 Bbocz 十 ?coway 
| saearepefyees (8") 
Y2 = Qt2t0+ Bbswi +t Cos, 
其 中 a、 B87 是 和 任意 非 零 实数 . 由 于 4、B、O 不 共 线 , 它 
在 射影 变换 5 之 下 变 成 的 4 B、C' 也 不 共 线 ， 从 而 行 
列 式 人 
7ZS 。 


a bo oo 
tt Vi C1 
G2 pz 02 
不 为 零 (定理 11)、 询 由 行列 式 性 质 可 知 ，(3) 申 的 系数 行 
列 式 是 上 述 行 列 式 的 a87 倍 . 即 仍 不 为 零 . 因此 当 w87 关 0 
时 , (8 ) 式 定义 的 了 映 射 c 是 一 个 变换 .现在 我 们 决定 w、A、 
?， 使 得 5 把 卫 = (1:1:1) 变 成 Dr= (go:d:ds)， 也 就 是 要 


全 


为 “ 


1 =-aco 十 Bbo 十 ypo， 
| i1=agit+ BDit+ Yc1, 


王 一 00a 十 Bo 十 ?cz， 


由 于 此 方程 组 (ac、B、7 看 作 未 知 数 ) 的 系数 行列 式 不 为 
零 , 所 以 该 方 各 组 有 唯一 解 人 oo，, 7). 如果 a=0， 则 BO 
yc 二 1~d; (这 里 多 =0, 1,，2)， 由 定理 12 知 BB、0'.D' 共 
线 ， 这 就 导致 矛盾 ， 所 以 wx 关 0 同样 地 ，B8x#07 关 0 对 
于 这 组 a、 B. y, 变换 把 4、B、C、 忆 分 别 变 成 4 了、 
0'.D', 于 是 完全 证 明了 定理 14. 

定理 4 开明 :; 射影 平面 上 的 射影 变换 就 是 形 如 (3) 式 
所 定义 的 那些 变换 ， 有 了 上 面 这 些 代 数 工具 ， 射 影 几 何 问 
题 都 可 以 转化 成 代数 形式 , 从 而 也 可 象 解析 几何 那样 ,用 代 
数 来 作 射影 几何 ， 但 是 在 本 书 一 开始 说 过 ， 我 们 不 打算 讲 
过 多 的 代数 . 作为 本 节 的 结尾 , 我 们 只 想 从 代数 的 角度 看 
一 下 所 有 的 圆锥 曲线 为 什么 是 彼此 射影 等 价 的 ， 

欧 氏 平面 中 的 椭 贺 可 以 表 成 


ge? + dy? =1, (a#0, 6¥0) 
将 (2, 幼 改 成 射影 坐标 , 即 “ 


pt ye 
Vo 20 

出 方程 变 成 

i oa Bm0，- 请 叶 


由 于 无 穷 远 点 是 zo 一 0 的 那些 点 ,而 zo 一 0 时 ,qx3+5208 一 0 
汕 有 不 全 为 零 的 实数 解 z1、 wo, 所 以 椭圆 上 没有 无 穷 远 点 : 
作 脆 射 c: go 一 和 o， 纺 一 GI1， yz 二 0Yys， 这 是 形 如 (3) 式 的 | 
映射 , 并且 系数 行列 式 

1+00 

0 & 0r=@b#*0. 

0 0 s| i i 
从 而 xz 为 变换 .根据 定理 14 .a 为 射影 变换 : 它 把 上 面 述 
癌变 成 成一 跨 一 组 一 0, 再 化 成 直角 坐标 , 即 令 


: 2 Ya 
- w= = 
. Yo 了 2%o” 


则 为 si 一 十 ， 这 是 单位 图 ， 所 以 每 个 术 隐 均 射影 等 价 于 
圆 . 从 而 所 有 的 椭 加 是 彼此 射影 等 价 的 . 如 果 用 射影 变 
次 ， yo™ D1, 如一 0 一 人 加 


0 1 0 .\- 
其 系数 行 nl! 0 01-1+*0 | 
10o 0 加 
则 方程 (的 变 成 方程 fa — by=0. .化 成 直角 华 标 ， 
则 为 方程 2 一 b 弛 一 a?， 这 是 双 曲 线 ， 从 而 椭 加 射影 等 价 
里 80 和 


于 双 曲 线 , 与 丹 加 的 情形 一 样 订 证 ， 了 有 的 而 
影 等 价 , 因为 它 它们 均 射 影 等 价 于 估 一 一 名 (好 允 -=1), 

双 曲 线 方程 oo 一 2 的 ?二 二 二 形态- 63 一 8( 其 
中 a0, 0 关 0). 取 世 一 0， 则 gm — TD.” 因此 :; -在 这 个 双 
曲线 上 有 两 个 无 穷 远 点 (0:$: 一 4) 和 (0:b:@). 它们 分 别 是 
该 双 曲 线 渐 近 线 az 十 by 一 0 和 ww 一 by=0( 妇 射影 直线 [0 
:4: 四 和 [0:0: 人]) 上 的 无 穷 远 点 . -最 后 ， -抛物 线 方程 为 
ywo*( 其 中 a¥0). 类 似 可 证 它们 均 射影 等 价 于 抛物 线 9 
一 和 (其 射影 形式 为 5 作 射 影 变 办 多 一 ot wo, ys 


= 一 wy er 


1 6 i 1 
i 了 列 式 | 日 于 oa 
. 1 0 一 王 | 大 


则 方程 变 为 虽 = 4 十 如 ， 这 是 椭圆 4z? 十 2- 1， 这 就 最 
后 证 明了 所 有 的 园 锥 些 线 均 射 影 等 价 ， (注意 抛物 线 zozs 
一 吗 上 只 有 一 个 无 穷 远 点 (0:0:1), 它 是 此 抛物 线 y 一 2 的 
对 称 办 = 一 0( 即 庙 让 级 [0:1:0]) 上 的 无 穷 过 点 .) . 


: 率 习题 (t) 
‘1. ST 四 
” (a) 通过 点 (1:0:0) 和 (0:1;0); 
”CD) 通 过 点 0051) 并 有 与 直线 5] 交 于 无 放 过 
成， 本 
2 6 丸和 红 lisij 有 1: 而 戎 次 


.31 。 


Cb) 写 出 射影 直线 [1;0: 刀 上 的 无 穷 远 点 . 
3. (a) 求证 ， 四 条 射影 直线 6= [1:2: 一 1], 5 一 [一 2 
:8:1,e= [0: 一 7: 切 和 4 一 [一 5:0] 交 于 一 点 。 
(b) : 求 上 面 四 线 组 成 的 线束 的 交 比 
- (a2|cea).. | 
4. 求 射影 变换 ， 将 (1:0:1)，(0:1:1)，(1:1: 坟 和 
(9:0;1) 分 别 变 为 (1:0:0), (0;1:0)，(0:0:1) 和 (1:1:1), 
5.。 设 -4= (co:ai:as)， 了 一 (po:2:0) 是 两 个 不 同 点 ， 
求 射影 直线 4 了 3 与 [cool:o 的 交点 . 
6. 过 点 了 =-( 一 2:1:2) 作 圆锥 曲线 zoza 一 中 的 切线 ， 
了. 求 射影 变换 将 [1:0: 卫 ，[0:I: 二 [1:1:1] 和 [0:0 
:了 分 别 变 成 [1:0:0]，[0:1:0]，[0:0: 了 和 [1:1: 一 4], 


5. 对 偶 原 理 。 


”一 一 射影 几何 的 内 在 美 


我 们 在 本 节 向 大 家 介绍 射影 几何 又 一 个 美丽 之 处 一 一 
对 侦 性 ， 在 上 一 节 ， 我 们 把 平面 射影 几何 当中 的 基本 概念 
《基点 , 射影 直线 , 射影 变换 , 复 比 , 三 点 共 线 , -三 线 共 点 等 ) 
均 表 达成 代数 形式 。 我 们 也 说 过 , 它 的 好 处 在 于 可 以 把 几 
何 问题 归结 于 代数 形式 ， 从 而 为 利用 代数 工具 解决 射影 几 
何 问题 提供 了 可 能 性 ， 事 实 上 , 它 还 有 另 一 个 好 处 , 点 和 射 
影 直线 这 两 类 完全 不 同 的 几何 图 形 可 以 用 完全 相同 的 代数 
»。 82 。 


形式 ( 即 射影 坐标 ) 来 表达 ， 只 是 为 了 区 别 它 代表 点 还 是 代 
下 射影 直线 , 一 个 采用 圆 括 导 而 另 一 个 采用 方 插 寻 .不 仅 她 
此 , 让 我 们 看 看 上 节 的 定理 11. 12 和 13， 在 这 三 个 定理 中 
关于 点 和 直线 的 两 个 命题 (D) 和 (2) 在 形式 上 非常 相似 . 确 
切 来 说 ,我 们 只 要 把 “点 ” 改 成 “射影 直线 ”( 于 是 射影 坐标 的 
圆 揪 叶 也 自然 改 为 方 括 向 ),“ 共 线 ” 改 成 “ 共 点 ”“ 点 列 ” 改 
成 “线束 ”, 那么 每 个 定理 的 命题 (1) 均 变 成 了 命题 (2)、 同 
样 地 , 如 困 把 “射影 直线 ” 改 成 “点 ”,“ 共 点 ” 改 成 “ 共 线 ”,“ 线 
束 " 改 成 “点 列 ”, 那么 命题 (2) 变 成 了 命题 (1) ,我 们 称 “ 点 ” 
和 “射影 直线 ”这 两 个 概念 是 彼此 对 偶 的 , 同样 地 ,“ 共 线 ” 和 
“其 点 2 “点 列 ” 和 “ 线 东 ”也 是 彼此 对 偶 的 ， 又 比如 ; “点 
(zo:zi:z) 在 直线 [ao:ai:ca] 上 ”与 “直线 fzo:zi:zo] 过 点 
(co:ai:as)” 也 是 彼此 对 偶 的 ,并 且 它们 都 相当 于 cozo 十 aazi 
十 aazs 一 0 成立， 一般 地 , 如 果 设 已 是 一 个 命题 ， 它 只 涉及 
射影 几何 中 的 概念 和 射影 不 变性 质 , 那 末 将 命题 了 中 所 有 
概念 改 成 与 它 对 偶 的 概念 之 后 ,所 得 到 的 新 的 命题 P 叫 作 
是 原 命题 P 的 对 偶 命 题 . 显然 , 这 时 命题 P' 的 对 侦 命 题 就 
是 命题 P, 从 而 卫 和 了 P' 是 相互 对 侦 的 。 所 谓 对 偶 性 原理 
是 说 : 

射影 用 何 中 的 两 个 相互 对 倡 的 命题 中 如 果 一 个 正确 ， 
则 另 一 个 也 正确 . 

。 根据 这 个 原理 , 定理 {.13.18 中 ， 我 们 只 需要 证 明 其 
中 一 个 命题 即 可 ， 同 样 地 , 本 书 第 38 页 中 的 定理 1 和 定理 
名 是 彼此 对 侦 的 ， 德 沙 格 证 理 和 它 的 逆 定 理 是 相互 对 仿 
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的 , 第 59 页 中 定理 了 和 第 65 页 中 的 定理 7 也 是 彼此 对 偶 
的 ， 所 以 它们 也 都 只 需 证 明 其 中 的 一 个 .， 我 们 还 可 以 利用 
对 偏 性 原理 发 现 一 些 新 的 定理 . 例如 将 第 : 31 页 的 拍 普 其 
定理 对 侦 ， 就 得 到 下 面 的 定理 ，  ，. 
定理 ( 帕 普 斯 定理 的 对 个) 设 厂 和 十 是 两 人 不 同 的 
成 。 a、o、e 是 过 荆 的 三 条 射影 直线 ， 5.d.f 是 过 二 的 三 
条 射影 直线 ， 如 果 @ 和 的 交点 与 。 和 的 交点 连 成 射影 
直线 z,。 和 了 的 交点 与 5 和。 的 交点 连 成 射影 直线 yo 
和 玫 的 交点 与 。 和 的 交点 连 成 射影 前线 4% 则 2.y. 4 共 
点 。 

将 本 书 第 61 页 中 的 定理 4 和 第 可 页 中 的 定理 5 对 
偶 , 我 们 又 得 到 如 下 的 定理 ， 

“定理 没 石 和 厂 是 射影 平面 上 油 个 不 同 的 点， 
a 了 oa 和 以 8so' 四 分 别 是 以 五 和 了 为 中 心 的 两 个 
线束 ， 如 果 & 和 ow 的 交点 ,5 和 2 的 交点 ，o 和 of 的 交点 
”在 同一 射影 直线 p 上 ， 则 也 和 地 的 交点 也 在 了 上 的 充分 必 
要 条 件 是 (ab|od) (a5'|e@), 

”定理 多 设 研 和 荆 是 珊 个 不 同 的 点 ， 为 训 影 直线 
LI p、a.b、o 和 p.a'、5、o 分别 是 以 荆 和 十 为 中 心 的 
线束 ， 如 果 (p4150) = 《gg 158), 则 8 和 的 交点 ,如 和 六 
的 交点 ,。 和 o 的 交点 共 线 ， 

本 ., 面 定理 8 的 对 偶 是 : 

本 “定理 人 没 a. 5、o.d 是 身影 平面 上 四 条 射影 直线 ， 
并 且 其 中 任意 三 条 均 不 共 点 . 又 车 o、 of 也 是 这 样 
。 .8 ， 。 


的 四 条 射影 直线; 则 存在 唯一 的 射影 变换 ， 把 4 5、 e.g 分 
别 变 成 如 86’, 

本 书 第 38 页 的 例 4, 有 如 下 的 对 侦 . 

定理 设 开 1 节 ,，…， 辽 ， 是 射影 直线 O 上 的 一 不 点 
列 (n 之 3)，wn 边 范 多 依次 条 邻 的 条 边 94， Go， …， 分 别 过 
点 及 i， 了 a，…， 及。 如果 m4 和 Qo 的 交点 ，…，@n_1 和 ww 
的 交点 分 别 在 给 定 的 射影 直线 Pp, po，…, ps-1 上 , 则 和 
0 的 交点 也 在 某 给 定 直线 上 . | 

除了 上 人 述 对 侦 之 外 , 射影 几何 中 还 有 另外 一 种 对 偶 ; 本 
极 对 偶 ， 首 先 要 讲 一 下 什么 是 关于 一 个 圆 比 曲 线 的 配 极 ， 
让 我 们 先 从 摄 简单 的 圆锥 曲线 一 一 贺 
的 情形 谈 起 ， 

设 9 是 半径 为 了 的 图 ,圆心 为 0. 
给 了 任意 一 点 卫 关 0, 在 射线 OP 上 取 
点 及 ,使 OP.OM=7?， 过 性 作 OM “图 30. 
的 垂 线 p， 我 们 称 射 影 肯 线 p 是 点 卫 关 于 图 2 的 极 线 , 而 
点 卫 是 射影 直线 p 的 极点 (图 2-80). 因此 , 求 p 的 极点 了 了 
的 办 法 是 ， 过 圆心 0 作 豆 线 与 9 垂直 并 且 设 垂 足 为 到 , 在 
射线 OM 上 求 点 卫 使 得 OP.OM 一 7?, 则 点 卫 即 为 p 的 极 
点 。 我 们 把 卫 与 9 之 间 的 这 种 对 应 叫 作 关于 圆 Q 的 至极 
对 应 . 

不 难看 出 : 当 卫 在 圆 外 时 ,了 在 圆 内 ,从 而 了 P 的 极 线 
p 为 圆 2 的 割 线 ; 当 了 在 圆 内 时 ,2 与 圆 2 不 相交 ; 当 卫 在 
圆 Q@ 上 时 ，2 为 图 Q 过 点 六 的 切线 ， 当 点 卫 愈 来 愈 接近 
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圆心 0 时 , 它 前 航线 ? 离 圆心 0 愈 来 愈 远 ， 所 以 自然 把 无 
穷 远 直线 看 成 是 圆心 0 的 极 线 (于 是 圆心 0 是 无 穷 远 直 线 
的 极点 )， 类 似 地 , 设 尸 是 普通 直线 1 上 一 点 . 当 卫 趋 近 于 
该 直线 上 的 无 穷 远 点 P 时 ， 则 OP' 是 过 圆心 0 与 1 平行 
的 直线 , 而 OM 趋 近 于 堆 , 即 到 趋 近 于 0， 从 而 点 P' 的 极 
线 p 就 是 过 圆心 0 与 1 垂直 的 射影 直线 (图 2-31)， 换 句 
话说 ， 过 圆心 0 的 射影 直线 的 极点 是 与 访 直 线 季 直 的 直线 
上 的 无 穷 远 点 . 


图 2-31 


配 极 变换 的 最 基本 性 质 是 : 

性 质 一 设 点 卫 和 开关 于 辆 避 的 极 线 分 别 为 Dp 和 
车 点 卫 在 1 上 , 则 点 万 在 p 上 ， 

证 明 过 圆心 0 作 直线 垂 补 于 3， 并且 与 1 和 了 分 别 
相交 于 于 和 和 了 (图 2-82)， 则 OP.O4 =0O7 OU， 因此 
点 九 正 是 1 的 极点 五 即 五 在 上 .， 以 上 是 2 和 7 均 不 
为 无 穷 远 直 线 也 不 为 过 圆心 直线 的 情形 ， 利 用 连续 性 原理 
即 知 : 2 或 4 为 无 穷 远 直 线 , 或 过 O 直线 时 , 性 质 一 仍然 成 
性 质 二 (TD 设 点 Pi..Ps 和 五 关于 加 0 的 极 线 分 别 
ea SO 。 


为 pi.ps 和 ?, 则 了 是 点 Pi 和 Ps 的 连 线 ， 当 上 且 仅 当 荆 是 家 
和 ps 的 交点 . 
(2) 设 点 Pl Po， Ps 关于 圆 8 的 极 线 分 别 为 各、 Pa、 
Zs; 则 Pi、P2、Ps 共 线 的 充分 必要 条 件 是 .Pa .zs 共 点 、 
证 明 由 性 质 一 , 即 可 直接 推出 性 质 二 ， 
.我们 关于 圆 8 的 配 极 对 应 的 上 述 定义 ， 是 不 能 推广 到 
一 般 圆 锥 曲线 .9 上 的 ， 因 为 定义 中 利用 了 直线 垂直 性 和 线 
妖 长 度 关系 OP.O 玉 = 和 9, 这些 都 不 是 射影 不 变性 质 . 但 是 
利用 上 面 的 性 质 二 ， 我 们 可 以 人 出 天 了 加 的 配 级 对 应 的 新 
的 刻 划 方式 ; 
定理 站 令 p 是 点 卫 关 于 六 0 的 极 线 . 
(1) 如 果 卫 在 圆 名 外 ， 过 卫 作 
赔 Q 的 两 条 切线 有 和 1 则 jp 即 是 两 
个 切 点 也、 荆 的 连 线 . 
(2) 如 果 卫 在 圆 上 , 则 2 即 是 过 
了 的 切线 ， 2-3 
” (8) 如 果 卫 在 济 内 ， 过 卫 作 一 条 直线 与 赔 介 交 于 点 
4.B. 过 4. 了 B 作 图 @ 两 切线 , 交 于 隆 . 过 卫 作 另 一 条 直 
线 , 与 圆 4 交 于 0.D. 过 O.D 作 六 如 两 切线 , 交 于 请、 则 
% 芭 是 直线 收入 (图 2-83). 
证 明 (2) 是 显然 的 .. (I) 是 因为 : 根据 (2), I 和 工 ， 
分 别 是 如 和 如 的 极点 ， 从 而 由 性 质 二 可 知 如 和 蕊 的 连 
线 即 是 天 和 za 的 交点 卫 的 极 线 2，(3) 是 因为 : 根据 (DD，; 
政和 各 广 分 别 是 4B 和 0D 的 极点 ;从 而 由 性 质 二 可 知 性 
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为 4B 和 0D 的 交点 卫 的 极 线 p， 证 毕 .， 

将 定理 15 换 一 个 说 法 , 便 得 到 极点 的 如 下 定义 方式 ， 

定理 15 设 点 己 是 射影 直线 少 关 于 图 Q 的 极点 . 

(1) 如 果 2 与 图 2 交 于 两 点 瑟 、 Ls， 则 卫 是 该 图 过 
工 和 的 两 切线 的 交点 ， 

(2) 如 果 p 是 加 的 切线 , 则 卫 即 是 此 切线 的 切 点 . 

(3) 如 果 p 与 回 台 不 相交 ,在 np 上 任 取 两 点 性 .入 ,过 
于 作 圆 2 两 切线 , 其 荔 点 为 4.B; 过 玉 作 圆 它 两 切 钱 ， 其 
蕊 点 为 0.D, 则 卫 为 48 和 CO 了 的 交点 . 
由 定理 15 和 15'， 我 们 立刻 证 明 关 于 圆锥 葛 线 的 如 下 
性 质 ， 

定理 6 设 三 条 射影 直线 44、BB'、OO 与 圆锥 曲 
线 Q 相 割 ， 交 点 为 4. 4、B BEB、O、O. 过 4 和 4 作 台 
的 切线 交 于 了 , 过 B 和 B' 作 切 线 交 于 Q, 过 0 和 0’ 的 切 
线 交 于 号， 则 44'、 BB'、O0’ 共 点 的 充分 必 要 条 件 是 P、 
Q 已 共 线 . 

证 明 ”由 于 定理 中 涉及 的 均 是 射影 不 变性 质 ， 所 以 我 
们 不 妨 设 9 是 圆 ， 这 时 ，P、Q、 交 三 点 分 别 为 44、BB'、 
CO 的 极点 ， 于 是 定理 由 性 质 二 推出 、 证 毕 . 

由 于 定理 5 和 15' 均 只 涉及 射影 不 变性 质 , 所 以 可 以 
把 它们 作为 关于 任意 癌 欠 曲线 Q 的 配 极 对 应 的 定义 ;上 只 需 
其 中 “ 圆 ” 改 成 “ 贺 锥 曲线 "， 此 外 , 我们 还 需要 说 明 以 下 两 
点 : 

(a) 用 这 个 定义 ， 我 们 还 需要 敌 清 什么 是 圆锥 曲线 @8 
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的 内 部 和 外 部 ， 对 于 圆 (或 梢 圆 )， 外 部 一 点 可 以 作 该 贺 两 
条 切线 (或 者 ; 可 以 作 一 条 射影 直线 与 该 圆 不 相交 ) ,这 是 身 
影 不 变性 质 , 所 以 对 于 一 般 的 圆锥 曲线 2, 我 们 也 可 以 把 
的 外 部 点 定义 为 可 作 8 两 条 切线 的 那些 点 。 类 似 地 ，@ 的 
内 部 点 即 是 不 能 引出 Q 的 切线 (或 ， 过 此 点 的 任意 直线 均 
与 9 交 于 两 点 ) 的 那些 点 ， 图 2-84 中 阴影 部 分 便 是 圆锥 ， 
曲线 2 的 内 部 . 


图 2-34 

_(b) 当 点 书 在 圆锥 曲线 2 的 内 部 时 ， 如 果 用 定理 了 5 
的 (3) 来 定义 点 卫 的 极 线 p， 表 面 看 来 ， 它 与 割 线 4B 和 
OD 的 选取 有 关 . 但 是 若 再 取 过 点 卫 的 另 一 条 人 割 线 吾 了 ， 
它 与 Q 交 于 如 .了 两 点 ，Q 在 肿 . 了 点 的 两 切线 交 于 及 .由 
于 4B、OD BF 均 过 点 卫 , 根 据 定理 16, M、N. 有 B 共 线 ， 
即 刀 在 MN 上 , 从 而 卫 的 极 线 MN 不 依赖 于 割 线 4B 和 
OD 的 取 法 ， 即 由 此 定义 的 了 的 极 线 是 唯一 确定 的 .同样 
地 , 当 直 线 2 与 圆锥 曲线 不 相交 时 ,由 定理 15' 的 (8) 所 定 

义 的 乡 的 极点 了 也 是 唯一 确定 的 . 
关于 圆 的 配 极 对 应 所 具有 的 性 质 一 和 性 质 二 也 是 关于 
一 般 圆锥 曲线 的 配 极 对 应 所 具有 的 性 质 ， 因 为 这 些 性 质 只 
涉及 射影 不 变性 ;而 且 这 两 个 性 质 显然 也 反映 了 一 种 对 偶 
a8. 


性 , 我们 姑且 把 它 称 之 为 配 极 对 偶 性 ， 形 象 地 说 关于 一 个 
呵 锥 邮 线 作 配 极 对 应 ， 那 末 极 点 和 极 线 是 彼此 配 极 对 侦 的 
两 个 概念 ,“ 二 点 连 线 ? 和 “二 线 交 点 “三 点 共 线 "和 “三 线 
共 点 ” 也 是 第 此 配 极 对 偶 的 概念 ， 设 8 是 与 某 圆锥 曲线 吕 
有 关 的 一 个 命题 , 如 果 将 命题 8 中 的 概念 均 变 为 对 于 2 的 
' 那些 配 极 对 偶 概念 (例如 ， 某 点 一 或 某 射 影 直线 了 分 别 变 
为 它们 关于 8 的 极 线 p 或 极点 五 点 Pi 和 Ps 的 连 线 变 成 
此 连 线 的 极点 , 即 Pt 和 Ps 之 极 线 的 交点 ， 等 等 )， 册 就 得 
到 一 个 新 的 命题 S$， 我 们 称 六 为 8 的 配 极 对 从 命题 ， 性 质 
一 和 性 质 二 表明 , 命题 妨 和 局 若 有 一 个 成 立 ， 则 另 一 个 也 
成 立 . 、 | 
最 著名 的 例子 是 帕斯卡 定理 的 配 极 对 偶 ， 回 锥 曲线 9 
上 六 个 点 的 极 线 是 过 此 六 点 的 (9 的 ) 六 条 切线 、 它 们 国 成 
人 的 外 切 六 边 形 . 换 句 话说 ,Q 的 内 接 六 边 形 48BODEF 和 
外 切 六 边 形 qiedef 关于 0 是 配 极 对 偶 的 两 个 图 形 ， 其 中 
顶点 4、B、O、 也 、 且 刀 的 极 线 分 别 是 4、 5、 od、e、 了 
而 直线 4 刀 对 应 5 和 石 的 交点 ， 如 此 等 等 ， 我 们 就 得 到 
帕斯卡 定理 的 配 术 对 偶 定 理 ， 它 是 著名 的 布 里 安 丢 
(Oh. J. Brianchon, 1785? 一 14864) 定 理 ， | 
布 里 安生 定理 ， 设 4、B. OD、 且 .了 是 菜 圆锥 曲线 
外 切 六 边 形 的 六 个 顶点 , 则 4D、B 刀 .OF 共 点 (图 2-85)。 
注意 : 我 们 在 本 书 第 码 页 中 采用 复 比 证 明 帕斯卡 定理 
时 ; 曾经 说 过 : 在 帕斯卡 定理 中 ,图 锥 曲线 @ 上 的 六 个 顶点 
4.B.O、D、 恕 、 了 可 以 采取 任意 的 次 序 ; 所 以 在 布 捍 安 又 
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定理 中 , 的 外 切 六 边 形 的 六 个 顶点 4、B、C、 了 D、 妨 、 太 也 
可 采取 任意 次 序 、 我 们 在 本 书 第 条 页 
中 ， 利 用 连续 性 原理 可 以 从 帕斯卡 定理 4 
得 到 很 多 新 的 定理 (定理 A、B、O、D、 p 
卫 ) ， 将 定理 A、B. 0 作 配 极 对 偶 ( 或 者 3 5 
对 于 布 里 安 桑 定理 利用 连续 性 原理 ), 便 图 2-35 
可 得 到 许多 新 的 定理 ， 例 如 , 定理 0 的 配 极 对 侦 定 理 为 
定理 0” 设 入 40 是 圆锥 曲线 的 外 切 三 角形 , 边 4C、 
O 且 用 4 的 切 点 分 别 为 五 4 OO, 则 44 .OO' BB' 共 点 ， 

请 大 家 写 出 定理 A 和 定理 B 的 配 极 对 侦 ， 

下 一 个 定理 吉明 ， 点 列 复 比 和 线束 复 比 也 是 配 极 对 侦 
的 两 个 概念 . 

定理 17 设 点 卫 关 于 贺 锥 曲线 侣 的 极 线 为 p, 则 过 点 
了 的 四 条 射影 直线 4.、5、c. a 的 极点 4, B. 0O. 刀 为 直线 
p 上 的 四 个 点 , 我们 有 : (bled) 一 (4BIOD). 

证 明 ”由 于 定理 只 涉及 射影 不 变量 ， 我 们 不 妨 可 设 0 
是 圆 .过 圆心 0 作 直线 04、0B、00、0D, 则 它们 与 a、 2、 
c.a 分 别 垂直 ， 因 此 

[CD jea) ={(04, 0B100，0D)= (ABICD). 

关于 圆锥 曲线 的 配 极 与 复 比 相 联 系 还 有 许多 奇妙 的 性 

质 ,我们 将 在 下 节 作 进一步 介绍 . 


练习 题 ( 八 ) 
1. 写 出 本 书 第 所 页 定理 和 A、B 以 及 第 4 页 练习 题 3 
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的 配 极 对 个 定理 ，、 
2， 写 出 本 书 第 82 责 红 习题 第 5 题 的 对 个 和 它 的 解 . 
“3， 写 由 本 书 第 67 页 练习 题 第 5 题 的 对 偶 命 题 . 
4， 过 圆锥 曲线 日 外 一 点 4, 作 直线 1 与 8 交 于 两 点 
0 和 DD, 点 4 关于 9 的 极 线 m 与 1 交 于 BB, 求证 (4B|CD) 
= 一 1 | - . 
5. 设 2 是 圆锥 曲线 ， 试 决定 无 穷 远 直线 关于 9 的 极 


再 上 奇妙 的 国外 


现在 我 们 条 谈 国 从 曲线 的 一些 奇妙 的 性 质 , 让 我 们 从 : 


第 3 节 的 定理 6 讲 起 ， 这 个 定理 是 说 (参见 图 2-18)， 如 
果 4、B、O、 刀 P、P' 是 某 贺 锥 曲线 O 上 六 个 不 同 的 点 ， 
则 (P4，PPIPO，P7D) 一 (P' 4 PDBIPO P'D)， 换血 话 
说 ， 设 4、B、O\、 也 是 某 圆锥 曲线 9 上 给 定 的 四 个 不 同 的 


点 ， 对 于 圆锥 上 曲线 台 上 任意 一 个 另外 的 点 卫 ， (PA4, PB 
|PC, PD) 是 与 的 选取 无 关 的 一 个 定 值 、 我 们 今后 将 这 . 


个 只 依 闽 于 2 上 4、 B.、 人 了 四 局 的 定 值 表 示 成 (4 
10D)). .下 面 定理 是 这 一 定理 的 道 . 


定理 18 设 和 4、B.O. 用 是 圆锥 曲线 Q 上 四 个 不 同 的 、 


点 ， 卫 是 射影 平面 上 另外 一 个 点 如 果 (PA4, PB|PO, 
PD)-((48B|0D)), 则 也 点 必 在 8 上. 

”证 明 设 P 不 在 8 上 . 则 了 与 4.B.O、 了 D 中 某 个 点 
092 ， 
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的 连 线 必 是 9 的 割 线 (因为 过 王 最 多 能 引 2 的 两 条 切线 )， 
不 坊 设 PC 是 吕 的 割 线 ， 除 O 之 外 ， 
设 PO 与 如 的 另 一 交点 为 @、 由 于 卫 
不 在 Q 上 ,从 而 PxQ. 设 BP 和 BQ 
与 4D 分 别 交 于 B' 和 B". 由 于 了 P* 
Q, 从 而 B' 尖 B”"， 再 令 OP 与 4D 交 
王 C0', 则 CPA, PB | PO, PD)= (AB'| 图 2-36 
O'D)# (4B"|C'D) = (QA, QBIQO, QD) ~ ((A4B|CD)). 
这 与 假设 (PA, PB|PC, PD) =((4B|CD)) 相 矛盾 . 因 
此 , 车 (P4, PB|PO, PD) ~((4B10D)), 则 卫 必 然 在 .Q 
上 . 证 毕 . 

我 们 在 平面 几何 中 知道 ， 回 由 其 上 三 个 不 同 的 点 4 
B.C 所 完全 决定 , 因为 圆 是 满足 人 4DB= 人 40B 的 点 DD 
的 轨迹 ， 类 似 地 ， 给 了 圆锥 曲线 上 五 个 点 4、 B. 0. 了 D、 
恕 ， 则 上 面 我 们 证 明了 0 就 是 满足 (FA4, FB|FO, FD) 
= (HA, EB|EC, 恕 DD) 的 点 了 的 轨迹 。 从 而 8 由 其 上 五 
个 不 同 的 点 所 唯一 决定 . 

现在 我 们 给 了 回 锥 曲线 Q 上 五 个 
不 同 的 点 P.Q、4、B、O, 则 这 五 个 点 
的 任意 三 个 点 均 不 共 线 (因为 每 条 射 ， 
影 直线 与 2 至 多 只 交 于 两 点 )， 根 据 2-37 
第 3 节 的 定理 8， 存 在 (唯一 的 ) 射 影 变换 a， 把 4. 了 3 、O 
不 动 而 把 卫 变 为 Q， 假 设 过 卫 的 一 条 直线 与 8 交 于 刀 , 于 
是 (PA4, PB|PO, PD)=(Q4, QB|QO, QD), 从 而 由 o 保 
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持 复 比 , 可知 0 把 PD 变 为 QD， 因此, 人 即 为 c 之 下 的 多 
组 对 应 线束 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 (图 2-87)， 换 名 话说 ， 
对 于 每 个 圆锥 曲线 Q, 均 存 在 一 个 射影 变换 o 和 一 个 线束 ， 
使 9 是 此 线束 和 它 通 过 变 成 的 线束 的 对 应 直线 交点 的 
轨迹 ， 通 常 把 这 叫 作 是 圆锥 曲线 的 射影 定义 . 

下 面 是 圆锥 曲线 另 一 些 有 趣 性 质 ， 

.定理 9 设 工 和 了 是 圆锥 曲线 2 上 两 点 .2 在 点 了 
和 J 的 切线 交 于 O， 过 0 作 直 线 4B 和 OD 与 9 分别 交 于 
A.B 和 0.D, 则 AD.0B 的 交点 也 和 AO、 BD 的 交点 日 
均 在 直线 IT7 上 (图 2-88). 


证 明 我们 将 直线 CD 固定, 而 48B 变动 .将 40DB 


看 成 是 2 的 内 接 六 边 形 ， 其 中 0 和 刀 均 是 此 六 边 形 的 二 
重 顶 点 ， 根 据 本 书 第 48 页 的 练习 题 第 3 题 可 知 P.Q. 且 共 
线 ， 其 中 且 是 过 C 和 刀 两 切线 的 交点 ， 同 样 地 设 Q 
过 4 和 两 切线 交点 为 S, 则 .了 、@ 共 线 ， 于 是 3S、R.、 
P.Q@ 四 点 共 线 (图 2-89)。 
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考虑 完全 四 边 形 GOQDPB4. 设 OD 站 与 PQ 交 于 好， 
则 (CD|MUO) = 一 1, 由 于 0.O、 了 均 为 定点 , 从 而 履 也 是 定 
点 。 但 是 鼠 也 是 定点 , 从 而 用 及 是 定 直线 ， 于 是 , 当 直 线 
4B 绕 其 上 点 0 转动 时 , P、 Q@、 5 均 在 定 直 线 内 及 上 活动 
当 4B 活动 成 直线 OT 时 ， 点 卫 和 点 及 均 与 点 工 一 致 ， 于 
是 ， 由 连续 性 原理 即 知 工 在 直线 履 R 上 ， 同样 地 ,J 也 在 
MR 上 .于 是 必 RBR 即 为 直线 IJ， 从 而 卫 和 和 Q 均 在 TV 
上 ,证 毕 . 

定理 20 过 圆 欠 曲线 外 部 一 点 了 作 四 条 直线 ,与 
人 分别 交 于 4, 4 B, B'; 0, 04 D, D， 则 

((48|0D)) = (4'8'l0'D)). 

证 明 过 卫 作 上 的 两 条 切线 ， 其 切 点 为 了 和 J， 设 
BA4', BB', BO'，BD' 与 TJ 分别 交 于 工 MM, NWN, T, 根据 
定理 19 可 知 B'4、 BB、B'O、B'D 与 I 的 交点 也 分 别 是 
工 、 MM、N.T (图 2.40)，、 于 是 ((4B|OD)) = (B'4, 8'B 
[BO, B'D) = (LMI|INT) = (BA’, BB'|BO', BD’) = ((A’'B’ 
[0'D)). 证 毕 . : 
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定理 好 如 图 2- 行 , 设 4、B OD 为 图 能 曲线 人 上 
四 点 , 4、 8、6、 4 分 别 是 以 这 四 点 为 切 点 的 切线 ， 如 果 射 影 
直线 9 与 4.8.c、8 分 别 交 于 点 4、B'、O 人 也, 则 9 为 如 的 
切线 当 且 仅 当 (4 1ODD) = ((4B|0D)). 

证 明 设 Q@ 是 9g 的 极点 ， 于是， 由 前 节 定 理 17 可 知 
(4B|0D)-(Q4, QBIQO,，QD), 这 是 因为 84、QB、 
QO.QD 的 极点 分 别 是 #4 B'、O0'、D'， 于 是 : g 为 如 的 切 
线 千 8 在 0 上 < 二 >(Q@4, QB|QO, QD) =((48B|0D)) 
(4810'D)=((4B10D)). 证 毕 , 

注 : 定理 21 可 以 看 成 是 定理 18 的 配 极 对 偶 , 

作为 上 述 诸 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 证 明 

定理 如 ( 彭 色 列 闭 形 定理 ) 设 顶 圆 2 在 槛 圆 2 的 
内 部 ，A4BO 是 2: 的 内 接 三 角形 和 Qs 的 外 切 三 角形 ,过 
人 上 任意 一 点 4 作 02; 的 两 条 切线 与 Qi 分 别 交 于 B 和 
CO. 则 了 BC 也 为 Qs 的 切线 . 

证 明 设 B0O0’ 与 4B 和 AO 分 别 
交 于 卫 和 QQ，BO 与 4'B 和 4A'O' 分 
别 交 于 了 入 , 则 ; (BS]7TO)==(4'B, 
AO'|4'B'’, 40)=(A4B, AO0'|A4B’, . 
4A0)=(PO'|B'Q)， 但 是 4B. 4'0'、 图 2-42 
4B'、4C 是 椭圆 Qs 的 四 条 切线 ， 它 们 与 BO0' 所 截 出 的 
点 列 复 比 (PO'|B'Q) 等 于 与 BO 所 截 出 的 点 列 复 比 (B8 
17O). 由 于 BO 是 0 的 切线 ,根据 定理 21 即 知 B'O' 也 是 
Qs 的 切线 ， 证 毕 ， 
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下 面 一 个 定理 也 是 很 美丽 的 . 

定理 233( 夏 尔 定理 ) 设 三 点 4、B、 “关于 关 和 曲线 
的 极 线 分 别 为 a、B6、7. 8 和 ?7 
交 于 点 4; 7 和 a 交 于 点 B3a 
和 BB 交 于 点 0, 则 44、BB'、 
O00' 共 点 ， 

证 明 由 假设 和 配 极 的 性 图 2-43 
质 , 可 知 4 .BO 的 极 线 分 别 为 BO.O4.4B， 假设 48 和 
4'B' 的 交点 为 P, OO 和 AB 交 于 点 00 和 4 交 于 
点 @( 图 2-48)， 则 了 P,Q 和 的 极 线 分 别 为 QO'、PO’' 和 
PO、 考 虚 4 了 3 线 上 的 点 列 4、B、P、Q， 它 的 配 极 对 侦 是 
以 O' 为 中 心 的 线 东 0'B'、 0'4 0'Q、 OP， 从 而 (B4 
IQP)=(4B|PQ) = (0’B’,0'4'|0'Q',0'P)=(B' AIQP), 
根据 本 书 第 办 页 定理 5, 即 知 44、BB' 和 QQ ( 即 00') 共 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 再 介绍 关于 “ 自 写 极 主角 形 * 的 两 
个 优美 的 定理 . 

定理 24 设 PQRS 是 网 锥 曲线 2 的 内 接 四 边 形 ， 对 
角 线 QS 和 RP 交 于 B, 对 边 R8Q 和 5P 
交 于 4， 对 边 PQ 和 SRBR 交 于 0O， 则 
和 4BO 是 自 配 极 至 角形, 也 就 是 说 
4、B、O 关 于 8 的 极 线 分 别 是 它们 的 对 。 


证 明 ”根据 定理 19, 我 们 知道 ， 直 


线 4B 与 2 的 两 个 交点 恰好 是 过 Q. 作 驴 两 条 切线 的 切 点 ， 
从 而 4B 是 0 的 极 线 . 同样 地 , BO 是 4 的 极 线 .， 再 由 配 
极 的 性 质 ， 即 知 4C 是 BO 和 4B 的 交点 如 的 极 线 证 
毕 . 

定理 中 设 PQS 是 圆锥 曲线 8 的 外 切 四 边 形 ， 对 
角 线 PR 和 SQ 交 于 B, 对 边 BQ 和 SP 交 于 有 4, 对 边 PQ 
和 8BR 交 于 Q SQ 与 40C 交 于 如 , RP 与 40 交 于 D.， 则 
完全 四 边 形 三 条 对 角 线 PR、 SQ 和 40 所 围 咸 的 三 角形 
BDB 是 关于 0 的 自 配 极 三 角形 (图 2-45)， 
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证 明 这 是 定理 24 的 配 极 对 偶 定 理 ， 
作为 定理 25 的 应 用 , 我 们 来 证 明 
定理 386 设 0 是 双 曲 线 介 的 中 心 ( 即 两 叶 双 曲线 的 对 
称 中心 , 图 2-46 只 画 了 双 曲 线 的 一 叶 ), PQ 和 P'Q' 是 双 曲 
线 0 的 两 条 切线 ，PQ 与 9 的 两 条 渐 近 线 分 别 交 于 卫 和 
。98。 


Q@ ,而 P'@' 与 两 条 渐 近 线 分 别 交 于 P' 和 Q'， 则 AOPQ 的 
面积 等 于 AOP'Q' 的 面积 . 

证 明 设 PQ 和 了 PQ 交 于 有 则 四 边 形 OPRQ 是 8 
的 外 切 四 边 形 。 根 据 定理 25, 对 角 线 OR.P'Q 和 PQ’ 围 成 
自 配 极 三 角形 ， 于 是 ，P'Q 和 PQ 的 交点 应 当 是 OR 的 极 
点 . 另 一 方面 ， 中 心 0 作 Q 两 条 切线 的 切 点 是 两 条 渐 近 线 
的 无 穷 远 点 Ps 和 @-( 图 2-46), 从 而 无 穷 远 直线 P,Q 是 
0 的 极 线 ， 因 此 OR 的 极点 应 当 在 无 穷 远 直线 上 ， 也 就 是 
说 ，0R 的 极点 应 当 是 无 穷 远 点 ， 于 是 PQ 和 了 PQ 的 交点 
应 当 是 无 穷 远 点 , 即 在 欧 氏 平面 中 PQY PQ', 从 而 AOPQ 
的 面积 等 于 人 OP'Q 的 面积 . 证 毕 . 

这 个 定理 也 可 简 述 为 ， 双 曲线 的 一 条 切线 和 两 条 渐 近 
线 所 图 成 的 三 角形 的 面积 是 一 个 常量 


练习 题 ( 九 ) 

1; 设 4、 BO、D 是 圆锥 曲线 人 上 四 点 ,a.5、c、9 分 
别 是 如 过 这 四 点 的 切线 ， 
也 是 8 上 任意 一 点 , 2 过 
卫 的 切线 与 &、 bo、a 
分 别 交 于 点 4 B.0、 一 区 Ap 和 AN 
D', 求 证 (4"B'10'D') 是 一 《第 1 题 图 ) 
个 定 值 ( 即 与 P 的 选取 无 关 ). 

2. 设 日 是 中 心 为 0 的 李 圆 或 双 曲 线 ,T 是 8 外 一 点 , 
过 工作 怠 的 两 条 切线 ， 其 切 点 为 了 P 和 8, PQ 和 OT 交 于 
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六 ,求证 PV~VQ. 


(第 2 题 图) 《第 3 题 图 ) 

. 8， 过 双 曲 线 人 上 一 点 攻 作 中 的 切线 ， 此 切线 与 9 
的 两 条 渐 近 线 分 别 交 于 点 卫 和 Q@. 过 9 的 中 心 0 作 ON 
/ PQ@. 求证 (OP, 08|1OM, ON)=~ 一 1, 并 且 PM~MQ, 
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(第 4 题 图 ) (第 5 题 图 ) (第 6 是 图 ) 

4。 设 直线 1 与 双 有 曲线 介 交 于 两 点 如 和 4， 与 两 条 渐 
近 线 分 别 交 于 Q@ 和 了 ,求证 BQ=P4. 

5. 设 己 和 Q 是 抛物 线 台 上 两 点， 过 己 和 QQ& 作 2 的 
两 条 切线 交 于 点 4， 过 4 作 抛 物 线 对 称 轴 的 平行 线 me， 和 
与 抛物 线 交 于 点 0, m 与 PQ 交 于 点 B， 求 证 40=0B， 

6, 设 PQ 和 P'Q’' 是 抛物 线 的 两 条 平行 弦 ， 姑 和 好 
分 别 为 此 两 弦 的 中 点 , i 是 此 抛物 线 的 对 称 轴 ,， 求证 
MM'’ /I,. ， 
“100% 


我 们 在 前 两 章 中 , 通俗 地 介绍 了 平面 射影 几何 。 这 一 
章 我 们 将 谈 一 谈 射影 几何 与 其 他 儿 何 之 间 的 联系 .我 们 要 
介绍 与 射影 几何 有 关联 的 另 一 些 几 何 学 : 仿 射 几何 , 欧 氏 多 
何以 及 非 欧 几何 ,并 从 这 些 几何 学 的 兽 遍 特性 中 ,阐述 什么 
是 几何 学 ,什么 是 几何 学 的 基本 问题 . 


1. 仿 射 几 何 
一 -一般 影 几 何 的 < 子 几何 ?> 


我 们 说 过 ， 平 面 射影 几何 是 研究 射影 平面 上 的 几何 图 
形 的 射影 等 价 分 类 ( 即 娜 些 平面 几何 图 形 通 过 射影 变换 可 
以 将 其 中 一 个 变 成 男 一 个 ) 和 几何 图 形 的 射影 不 变性 ( 即 几 
何 图 形 的 娜 些 性 质 在 射影 变换 下 是 不 变 的 )， 所 以 , 平面 射 
影 几 何 的 研究 对 象 是 射影 平 画 上 的 各 种 几何 图 形 ， 它们 通 
过 射影 变换 相互 发 生 联系 ， 射 影 平 面 上 的 每 个 射影 变换 首 
先 应 当 是 一 个 变换 , 即 是 射影 平面 上 点 之 间 的 一 一 对 应 , 但 
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它 是 一 类 特殊 的 变换 ， 我 们 一 开始 是 从 几何 直观 入 手 将 
射影 变换 定义 成 为 有 限 个 中 心 射 影 连续 作用 记得 到 的 变 
换 , 后 来 , 我 们 给 出 了 射影 变换 的 代数 表达 方式 (本 书 第 77 
页 定理 14), 并 且 给 出 了 庙 影 变换 另 一 种 刻 旭 方式 (本 书 第 
62 页 定理 9); 变换 o 是 射影 变换 的 充分 必要 条 件 是 o 把 射 
影 直线 变 成 射影 直线 , 并 且 保 持 复 比 . 
利用 射影 变换 的 后 一 种 刻 划 方 式 来 判别 一 个 变换 是 否 
为 射影 变换 , 常常 是 很 方便 的 ， 例 如 : 将 射影 平面 上 每 个 点 
都 保持 不 动 ,显然 是 点 之 间 的 一 一 对 应 ,从 而 是 一 个 变换 ， 
它 显然 把 射影 直线 变 成 自身 , 并 且 保 持 复 比 ， 因此 它 是 射 
影 变换 ， 这 个 射影 变换 叫 作 是 恒 等 变 换 , 表示 成 IT， 又 如 ; 
设 o 是 一 个 射影 变换 ， 由 于 o 是 点 之 间 的 一 一 对 应 , 所 以 
映射 c 有 北上 映射 (如 果 o 把 点 4 映 成 B， 则 北 映 射 把 B 映 
成 4), 并 且 逆 映射 也 是 点 之 闻 的 一 一 对 应 , 即 也 是 一 个 变 
换 ， 我 们 把 o 的 逆 变 换 表 示 成 c-+， 如 果品 把 射影 直线 变 
成 射影 直线 , 并 且 保 持 复 比 , o-! 显然 也 具有 这 种 性 质 ， 所 
以 , 车 o 是 射影 变换 , 则 它 的 逆 -也 是 射影 变换 ， 最 后 ， 
若 c 和 = 都 是 射影 变换 ， 那 末 先 作用 c 然后 紧 接 着 再 作用 
z 总 的 结果 仍然 是 射影 平面 上 的 一 一 对 应 , 我 们 把 这 个 对 
应 表示 成 ra, 叫 作 是 和 的 乘积 ， 如 果品 把 射影 直线 
1 变 成 射影 直线 思 而 又 把 7 变 成 射影 直线 7', 那 末 连续 
作用 的 结果 , vo 就 把 射影 直线 1 变 成 射影 直线 站。 如 果 
4、.B.O.D 是 直线 1 上 四 点 , 则 ao 把 它们 变 成 上 四 点 和 
BO 而 7 又 把 和 4、.B.O'\D' 变 成 上 四 点 A”, 了 B、 
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0”.D”， 如 果 o 和 都 保持 复 比 , 则 
(ABIOD)=(4B'|O'D")=(A"B"|0"D’"), 

从 而 zz.o 也 保持 复 比 ， 这 就 表明 车 o 和 % 均 是 射影 变 
换 , 则 rc 也 是 射影 变换 . 

一 般 地 , 设 8 是 由 射影 平面 上 的 一 些 变换 所 组 成 的 集 
合 , 并 且 下 面 三 个 条 件 成 立 ; 

(a) 局 等 变换 了 工 属于 58; 

(b) 如 果 变 换 o 属于 8, 则 道 变换 c"+ 也 属于 8 

(e) 如 果 变 换 c 和 r 均 属于 8 则 它们 的 乘积 ra 也 
属于 有 8 

这 时 , 我们 就 把 S 叫 作 是 一 个 变换 群 . 于 是 , 由 上 所 述 ， 
我 们 即 知 ， 射 影 平 面 上 全 体 射 影 变 换 形成 的 集合 是 一 个 变 
换 群 , 叫 作 是 射影 平面 上 的 射影 变换 群 . 

设 S 是 射影 平面 的 任意 一 个 变换 群 ， 及 、NW 是 射影 平 
面 上 的 两 个 几何 图 形 . 如 果 存 在 8 中 的 一 个 变换 0, 使 得 o 
把 ML 变 为 W ,我 们 就 你 M 等 价 于 术 ， 利 用 8 是 群 , 易 证 ， 

(a) 每 个 几何 图 形 用 等 价 于 自身 (因为 恒 等 变 换 工 属 
于 8, 而 工 把 M 显然 变 成 自身 ). 

(b) 如 果 1 等 价 于 办 ，W 又 等 价 于 卫 , 则 1 等 价 于 
了 (因为 由 假设 条 件 可 知 存在 8 中 变换 o 和 ,使 得 cc 把戏 
变 为 入, z 把 请 变 为 P, 于 是 to 把 用 变 为 P, 并且 vo 
仍 属于 8). 

(oe) 如 果 用 等 价 于 W, 则 六 等 价 于 Mr( 因 为 车 8 中 
变换 o 把 政变 成 允 , 则 逆 变 换 c-:+ 也 属于 &, 并 且 把 W 恋 
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成 WI7. 

有 了 以 上 这 三 条 ,我 们 可 以 谈 两 个 图 形 对 入 是 彼 
此 等 价 的 , 并 且 可 以 把 各 种 几何 图 形 分 成 一 些 类 .使 得 辣 
一 类 中 的 任意 两 个 图 形 都 是 彼此 等 价 的 ， 而 不 同类 中 的 图 
形 是 彼此 不 等 价 的。 总 之 , 射影 平面 上 的 各 种 几何 图 形 所 
以 能 分 成 若干 等 价 类 , 就 是 因为 变换 集合 S 是 一 个 变换 群 . 

显然 ， 几 何 图 形 的 等 价 分 类 与 所 用 的 变换 群 是 有 关系 
的 ， 我 们 在 前 两 章 已 经 研究 过 对 于 射影 变换 群 的 等 价 分 类 
(射影 等 价 类 )， 现 在 我 们 来 考虑 另 一 种 变换 群 和 几何 图 形 
在 这 种 新 变换 群 之 下 的 等 价 分 类 ， 从 而 是 与 射影 几何 不 同 
的 又 一 种 几何 学 . 

我 们 知道 , 每 个 射影 变换 o 都 有 如 下 的 代数 表达 方式 : 
c 把 点 (zco:axi:za) 变 成 点 (go:oi:gs), 其 中 

go 一 Goo0o 十 Gol0O1 十 Cos02) 
| Y1™= G10%0 + i101 + O19, | (全 
ga 一 0aoVo 十 Gal01 十 Ca202) 

ww 均 是 实数 .让 我 们 看 一 下 , 何 时 o 把 无 穷 远 直 线 变 成 无 
穷 远 直线 ? 

如 果 把 无 穷 远 直 线 变 成 无 穷 远 直 线 ， 则 o 把 每 个 无 
穷 远 点 (0:oi:za) 均 变 成 无 穷 远 点 (0:%i:ya) (注意 : 我 们 不 
需要 把 每 个 无 穷 远 点 都 变 成 自身 ， 而 只 要 求 无 穷 远 直线 作 
为 一 个 整体 变 成 无 穷 远 直线 自身 )。 换 句 话说 ， 当 wo=0 
时 ,对 于 任意 的 各 和 ws, 由 (中 第 一 式 右 边 算出 的 值 yo 均 
应 是 零 ， 即 0= wotox 十 aosos 对 于 任意 实数 内 和 za 均 成 立 ， 
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这 只 能 是 wo 一 gos 一 0 的 情形 ， 于 是 ，( 了 中 第 一 式 变 为 yo 
一 00000， 这 时 , 变换 (1) 的 系数 行列 式 为 
woo 0 0 


CH1 aa | 
G0 CiI CH2 


。 
i Cel (22 


= O00 和 


Ca20 Geol Cos 
由 于 c 是 变换 , 它 的 系数 行列 式 不 能 为 零 , 因此 coo 关 0， 将 
go 一 Qoovo 代入 (四 中 后 两 个 公式 , 便 得 到 
| 2 

Yo 0oo Wo 0 Woo Yo (2) 


他 他 化 侯 wv 
Ld 人 Ca Wa 
Yo Wo Wo Wo 0oo vo 


由 于 o 将 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 直线 , 所 以 把 射影 平面 
挖 去 无 穷 远 直 线 得 到 的 欧 氏 平面 变 成 欢 氏 平面 ， 即 可 以 把 
o 看 成 是 欧 氏 平面 上 的 变换 ， 将 射影 坐标 化 成 欧 氏 平面 上 
的 直角 坐标 ， 即 点 (co:za:za) 和 (yoi:ya) 分 别 改 成 直角 你 


一 La 2 
标 ( 和 全， 各) 和 ( 妈 ， 如 ), 由 (2) 式 可 知 , 如 果 把 0 看 
成 是 欧 氏 平面 上 的 变换 , 则 用 直角 人 誉 标 , 它 把 点 (w, 9) 变 成 
点 (ww, ), 其 中 
w= C17 + 019Y + b1, 
| Y 一 Cai 十 coy + bs. (3) 
利用 二 元 一 次 方程 组 解 的 性 质 不 难看 出 ; (3) 式 表示 的 cc 是 
欧 氏 平面 上 的 一 个 变换 , 当 且 仪 当 系数 行列 式 


i 


| CO C12 


C21 C923 
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不 等 于 零 ( 这 是 因为 : 如 果 cdicsa 一 clac% 一 0, 则 对 于 任意 点 
(w', 9) 直线 cii2 十 cd 一 好 一 2 和 cmt 十 cs 一 y 一 0s 是 两 
条 平行 或 重合 的 直线 , 它们 或 者 没有 解 (w 9), 或 者 有 无 穷 
多 组 解 (2，9), 从 而 o 不 是 一 一 对 应 ， 如 果 cuicsa 一 cia6si 关 
0, 则 对 于 任意 (cg%)， 上 述 两 方程 均 是 两 条 相交 直线 ， 从 
而 恰 有 一 组 解 (z, y)， 于 是 o 为 一 一 对 应 ). 

以 上 我 们 把 射影 平面 上 每 个 把 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 
直线 的 射影 变换 归结 为 形 如 (3) 式 的 欧 氏 平面 上 的 变换 , 反 
过 来 ， 欧 氏 平 面 上 每 个 形 如 (3) 式 的 变换 (其 中 aiacss 
一 au 头 0) 也 都 可 看 成 是 射 影 平 面 上 把 无 穷 远 直 线 变 成 
无 穷 远 直 线 的 射影 变换 。 这 是 因为 : 若 将 直角 坐标 4o 切 
和 (ww',，g) 均 换 成 它们 的 射影 坐标 


化 化 
4 :全 :人 ) = (vo: w1:%2) 


1:- 纪 :和 1]=(《oo:on: 
和 ( yo 各) 《go :人 :ge)， 


则 (8) 式 变 成 , (由 于 wo 坟 0, yo 赤 0， 并 且 射 影 坐 标 可 相差 一 
非 零 因子 ,所 以 不 妨 设 wo 一 yo). 


bo 一 00， 
Yi = Dit0 C1101 十 0ds09) 


Ya = Dat0+ Vat + Wagta, 
由 于 它 的 系数 行列 式 为 
1 0 0 
b: G1 dxia | 一 人 天 0， 
al 023 


bs ol Wa 
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从 而 这 是 一 个 射影 变换 ， 并 且 mm=0 时 yo=0, 即 把 无 穷 远 
直线 变 成 无 穷 远 直线 . 于是, 我 们 可 以 把 射影 平面 上 将 无 
旁 远 直线 变 成 无 穷 远 直 线 的 全 体 射 影 变 换 ， 等 同 于 欧 氏 和 平 
面 上 形 如 (3) 式 的 那些 变换 ， 我 们 将 欧 氏 平面 上 形 如 (3) 式 
的 变换 , 叫 作 是 欧 氏 平面 上 的 仿 射 变换 . 
恒 等 变 换 显然 把 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 直线 、 如 果 射 
影 变 换 c 和 7 把 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 直线 ， 那 末 o 和 
T*o 也 都 如 此 因此 , 拒 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 直线 的 那 
些 射影 变换 也 形成 一 个 变换 群 (这 些 射影 变换 是 全 体 射 影 
变换 的 一 部 分 ， 所 以 这 是 整个 射影 变换 群 的 一 个 “ 子 群 ”)， 
因此 , 欧 氏 平面 上 全 体 仿 射 变换 也 形成 一 个 变换 群 , 叫 作 是 
欧 氏 平面 的 仿 射 变换 群 。 由 于 仿 射 变换 全 体形 成 群 , 所 以 
欧 氏 平面 上 的 各 种 图 形 可 以 在 仿 射 变换 群 下 进行 等 价 分 
类 ， 也 就 是 说 , 欧 氏 平面 上 的 两 个 图 形 叫 作 是 仿 射 等 价 的 ， 
是 指 存在 仿 射 变换 将 其 中 一 个 图 形变 成 另 一 个 ， 彼 此 仿 射 
等 价 的 几何 图 形 构 成 一 个 仿 身 等 价 类 .， 类 似 地 , 欧 氏 平面 
中 几何 图 形 的 某 个 性 质 ( 或 某 个 量 ) 叫 作 是 仿 射 不 变性 质 
《或 仿 射 不 变量 )， 是 指 该 性 质 ( 或 量 ) 在 仿 射 变换 之 下 不 改 
变 ， 研 究 欧 氏 平面 上 几何 图 形 的 仿 射 等 价 分 类 和 仿 射 不 变 
性 ( 仿 射 不 变量 ) 的 学 问 就 是 平面 仿 射 几何 ， 仿 射 几 何 与 身 
影 几何 相 比 有 两 点 不 同 ， 首 先 , 它们 的 研究 对 象 不 同 , 前 者 
是 欧 色 平面 中 的 几何 图 形 ， 而 后 者 是 射影 平面 中 的 几何 图 
形 . 此 外 , 它们 的 变换 群 不 同 , 前 者 是 仿 射 变换 群 , 后 者 是 
射影 变换 群 。 当然 , 我 们 可 以 把 仿 射 变换 看 成 是 射影 平面 
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上 一 类 特殊 的 射影 变换 , 这 时 , 仿 射 变换 群 可 看 成 是 射影 变 
换 群 的 一 部 分 ( 子 群 )， 在 这 个 意义 上 , 仿 射 几何 可 以 看 成 
是 射影 几何 的 “ 子 几 何 ”. 
现在 我 们 谈 一 下 仿 射 几何 ， 我 们 从 仿 射 不 变 狂 ( 量 ) 讲 
起 ， 由 于 射影 不 变性 是 在 整个 射影 变换 群 作用 之 下 不 变 的 
性 质 , 当然 它 在 一 部 分 射影 变换 之 下 也 仍然 不 变 , 所 以 每 个 
射影 不 变性 ( 量 ) 必 然 也 是 仿 射 不 变性 ( 量 ) .但 另 一 方面 ,每 
个 仿 射 不 变性 ( 量 ) 是 对 仿 射 变换 不 变 的 ， 对 于 其 他 射影 变 
换 , 这 性 质 (或 数量 ) 可 能 会 发 生变 化 ， 所 以 可 能 有 某 些 性 
质 或 数量 是 仿 射 不 变 的 , 但 不 是 射影 不 变 的 ， 形 象 地 说 : 变 
换 群 愈 小 , 则 几何 图 形 的 变化 和 活动 的 程度 就 愈 小 , 从 而 不 
变性 和 不 变量 就 愈 多 . 
有 鄂 些 新 的 仿 射 不 变性 和 不 变量 呢 ? 首 先 , 仿 射 变换 o 
看 成 射影 平面 上 的 射影 变换 的 时 候 ， 它 把 无 穷 远 直线 变 成 
无 穷 远 直线 , 从 而 将 非 无 穷 远 直 线 7 变 成 非 无 穷 远 直 线 了 
由 于 了 和? 上 各 有 一 个 无 穷 远 点 ,而 o 必然 把 ! 的 无 穷 远 
点 变 成 ! 的 无 穷 远 点 ,于 是 ,将 7 和 7 都 去 掉 各 自 的 无 穷 远 
点 之 后 , 作为 欧 氏 平面 上 的 变换 , 则 每 个 仿 射 变换 都 把 欧 民 
平面 中 的 直线 变 成 直线 ， 进 而 , 若 仿 射 变换 c 把 直线 五 和 
分 别 变 成 加 和 如, 则 和 如 的 交点 必然 变 成 有 和 及 的 交 
点 ,车 0 把 点 和 4 和 B 变 成 点 4 和 B', 则 o 必 把 直线 4B 
变 成 直线 4B， 同 样 地 , 仿 射 变换 把 共 线 的 三 点 变 成 共 线 
的 三 点 ,把 共 点 的 三 条 直线 变 成 共 点 的 三 条 直线 ， 这 些 性 
质 和 射影 几何 中 是 一 样 的 ， 但 现在 的 点 和 直线 都 是 欧 氏 平 
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面 中 的 几何 图 形 ，: 另 一 方面 “两 直线 平行 "不 是 射影 不 变 
性 可是， 

定理 1 直线 的 平行 性 是 仿 射 不 变性 、 换 句 话说 信 
射 变 换 把 欧 氏 平面 上 两 条 平行 直线 变 成 两 条 平行 直线 . 

证 明 设 及 和 ?2 是 欧 民 平面 上 两 休 平 行 直线 , 则 在 册 
影 平面 中 它们 交 于 无 穷 远 点 4， 仿 射 变换 o 把 五 和 刀 变 
成 直线 如 和 芭 , 把 无 穷 远 点 4 变 成 无 穷 远 点 4 但 是 , 无 
穷 远 点 4 是 五 和 厂 的 交点 , 从 而 凋 和 芒 平 行 ， 证 毕 

其 次 ， 我 们 知道 一 直线 上 四 个 点 的 复 比 是 射影 不 变 
量 , 而 一 直线 上 三 个 点 的 简单 比 (480) -和 5 不 是 射影 
不 变量 ， 但 是 :， 

定理 2 欧 氏 平 语 中 直线 上 三 点 的 简单 比 是 仿 射 不 变 


量 . 

证 明 设 4、B、O 是 直线 了 上 三 个 点 ， 仿 射 变换 a 把 
直线 1 变 成 直线 1， 于 是 把 1 上 的 无 穷 远 点 卫 变 成 了 上 的 
无 穷 远 点 P', 而 把 4.B.O 变 成 上 三 点 4、B'、0'， 作 为 
射影 变换 的 og 是 保持 复 比 的 ,从 而 

GBIOP)=(C4B1oPO 
但 是 (ABIOP)~(ABO)/(ABP)= (ABO) 
(因为 卫 是 无 穷 远 点 ，(4BP) 一 1); 同样 地 , (4B'|O'P”) 
一 (4'B'O')、 所 以 L480)=(4'B'O').， 证 毕 . 

由 于 一 直线 上 三 点 4、B.O 的 简单 比 (4BO) 是 这 三 点 
组 成 的 两 个 有 向 线 段 4O 和 BO 的 长 度 的 比值 ,所 以 , 由 此 
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可 以 证 明 

定理 3 同一 直线 上 任意 两 个 有 疝 线 段 的 长 度 的 比值 
是 仿 射 不 变量 . 

证 明 设 A4、B.、O. 刀 是 直线 上 任意 四 点 , 仿 射 变换 o 
把 它们 分 别 变 成 另 一 直线 上 的 四 点 4'、B'、0'、 D', 则 由 于 
简单 比 是 仿 射 不 变量 , 可 知 

A’'B!’ 
六 

证 毕 ， 

特别 地 ,“ 线 段 的 中 点 ”是 仿 射 不 变量 , 即 若 仿 射 变换 
把 4 了 分别 变 成 4、B3， 则 c 必 把 线段 4B 的 中 点 变 成 
4B' 的 中 点 ,这 是 因为 ; O 为 线段 4B 的 中 点 相当 于 (4B0) 
一 一 1, 类 似 地 , 现在 我 们 来 证 明 ; 欧 氏 平面 上 两 个 几何 图 形 
的 面积 比 也 是 仿 射 不 变量 ， 由 于 几何 图 形 可 看 成 是 由 许多 
(可 能 无 穷 多 个 ) 三 角形 拼 成 的 , 为 简单 起 见 , 我 们 只 设 这 两 
个 几何 图 形 是 三 角形 , 即 我 们 要 证 明 - 

定理 4 设 信 4BO 和 八 DBEF 是 平面 上 两 个 三 角 
形 ， 仿 射 变换 o 把 这 两 个 三 角形 分 别 变 成 人 480’ 和 
和 人 DZF', 则 

人 4BO 的 面积 入 4’B'0' 的 面积 
人 DHF 的 面积 ”人 六 BF 了 7 的 面积 * 

证 明 设 点 的 直角 府 标 为 4= (cu g1)、B= (za ga)、 
CO= (za ys) A'= 8%, Y), B= (oh, HO = 08, 8), 又 
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设 仿 射 变换 o 由 公式 (3) 所 定义 , 则 
| 2 一 Cdd0t 十 Cixi 十 b1, 


Ys 一 0210 十 Gas 十 05. 《 中 了 2 ) | 


由 解析 几何 知道 , A 4BO 的 面积 和 和信 4B'0’ 的 面积 分 别 
是 


X3 一 0a Ya Ys2 


工 工 
2 Za Hl Ya Yi 


一 地 状 一 纳 
3 


产 了 pF £ 
Ws3~H1 Ys—Y1 


的 绝对 信 ， 但 是 , 由 (公式 知 
双 一 驹 名-- 儿 | 


2 一 风 多 一 纹 


_ Wn (Ta—%2) + Ysa— Ya) daws— v2) + ss— Yi)| 
[ti (28 一 24) 十 0is (ys 一 Yi) W214 (Ws — 1) 十 Gz2 (Ys— Yi) 


Vs 一 aa Ya3— Ya 
Vas 一 0 Ya Yi 、 
(对 于 不 熟悉 行 了 列 式 运算 技巧 的 读者 , 最 后 一 个 等 式 可 以 通 - 
过 直接 计算 来 验证 。，) 于 基 . | 


Qi1 Wi2 


Wai C22 


i 


| gm waa | 


从 4BO 的 面积 = 人 4B0 的 面积 乘 以 | 
对 值 
(ea 


CH GT2. 


|, 即 知 三 角形 面积 不 是 仿 射 不 变 


Car 
量 ). 同样 地 ; 八 D'Z'F' 的 面积 等 于 人 DBF 的 面积 乘 以 


* .ITIL 。 


Ci1 G12 


Go Gos 的 绝对 值 ， 于 是 即 得 定理 . 


现在 我 们 给 出 欧 氏 平面 上 仿 射 变换 的 一 些 具体 例子 . 
[ 例 1 平面 的 平移 变换 可 表示 成 2 =2+b, 9 =y 


1 
+b 由 于 行列 式 为 | 了 | 1*0, 从 而 为 仿 英 变 次， 线 


原点 旋转 6 角 的 变换 可 以 表示 成 2~wcos9 一 ysin6,， 


088 一 Sintg 
一 工头 0， 
Sing co080 | *0, 从 


而 它们 也 是 仿 射 变换， 平面 以 OX 二 为 对 称 轴 的 反射 变 
1 0 
妆 可 以 表示 成 way 一 y. 由 于 |_| 1+0 


一 wsin0 十 6089, 由 于 行列 式 


从 而 它 也 是 仿 射 变换 ， 

[ 例 2] 设 2=az、y by， 当 ax0、50 时 ,这 是 伪 
射 变换 . 

可 以 证 明 ， 每 个 仿 射 变换 都 是 有 限 个 上 述 各 种 类 型 仿 
射 变换 的 乘积 ， 考 查 例 2 中 的 仿 射 变换 , 可 知 线段 长 度 , 两 
点 虐 离 , 直线 的 来 角 , 直线 垂直 性 等, 均 不 是 仿 射 不 变性 或 
仿 射 不 变量 . | 

现在 我 们 来 谈 仿 射 等 价 分 类 ， 两 个 几何 图 形 如 果 对 某 
个 变换 群 8 是 等 价 的 , 那 未 根据 定义 便 知 对 于 比 8 更 大 的 
群 更 是 等 价 的 ， 因 此 ,车 两 个 几何 图 形 仿 射 等 价 , 那 末 它 必 
然 射影 等 价 ， 反 之 ,射影 等 价 的 几何 图 形 不 一 定 仿 射 等 价 . 
所 以 , 一 个 射影 等 价 类 可 能 分 解 成 一 些 仿 射 等 价 类 , 也 就 是 
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说 , 群 愈 小 , 等 价 类 就 愈 多 ,或 者 说 等 价 分 类 愈 细 ， 例 如 : 所 
”有 的 四 边 形 都 射影 等 价 ， 但 是 平行 四 边 形 和 非 平行 四 边 形 
不 是 仿 射 等 价 的 ,因为 平行 性 是 仿 射 不 变性 。 可 是 对 于 三 
角形 则 有 如 下 结果 ， 

定理 5 设 人 4BO 和 和 人 4'B'O' 是 欧 氏 平面 上 两 个 
三 角形 , 则 存在 唯一 的 仿 射 变换 ,将 4、B、O 分 别 变 成 4 、 
B'、O'， (特别 地 ,所 有 三 角形 均 仿 射 等 价 . ) 

证 明 设 直 线 40、4'0'.4B、 4'B' 上 的 无 穷 远 点 分 别 
是.P'.Q.Q'， 不 难 验 证 ，B.O、P.Q 中 ,任意 三 点 均 不 共 
线 ; B'.0'.P'.Q 也 是 如 此 ， 于 是 存在 射影 变换 0, 把 B.O、 
PQ 分 别 变 为 B.0'、P'.Q， 于 是 o 把 无 穷 远 直线 PQ 恋 
成 无 穷 远 直线 P'Q', 即 o 是 仿 射 变换 ，c 把 B.O 分 别 变 为 
3B'、O'， 我 们 只 需 再 证 c 把 4 变 成 4， 这 只 要 注意 : ac 把 
射影 直线 OP 变 为 OP'， 可 是 OP 即 是 4O，C'P' 即 是 
4.0', 因此 c 把 直线 4O 变 成 40'、 同样 地 , o 把 4B 变 
为 4B'. 于 是 ,o 把 AO 和 4B 的 交点 4 变 为 40 和 4B' 
的 交点 4.。， 以 上 证 明了 存在 仿 射 变换 o, 把 4、B、O 分别 
变 成 4'.B'.O0' 

现在 来 证 明 这 种 仿 射 变换 
v 的 唯一 性 ， 这 只 需 证 明 : 对 
于 欧 氏 平面 上 每 个 点 D，c 都 
把 也 变 成 唯一 确定 的 点 ， 过 - 
也 作 平行 于 4B 和 40 的 直 图 S31 
线 , 它们 与 BO 分 别 交 于 召 . 了 了 , 当 DD 给 定之 后 , 吾 和 如 两 
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BE Fo BE FO 


点 也 唯一 确定 , 从 而 (CBOE) 和 (BOF) 也 唯一 确定 . 设 c 拒 
恕 、 卫 分 别 变 为 瑟 .7', 则 BF 寿 B'O' 上 上， 由 于 仿 射 变 
换 保持 简单 比 , 从 而 (8B'0'B') ~ (BOB). 由 于 (BOB) 信 叭 
一 确定 , 而 B'、 0' 也 是 给 定点 ,于 是 点 B 也 唯一 确定 。 类 
似 地 ,点 P' 也 由 (B'0'P') 一 (BOP) 记 唯一 确定 。， 过 如 ' 和 
了 "分别 作 直线 平行 于 B'4' 和 0'4', 并 且 它 们 交 于 D'， 由 
于 4B/ BD, 而 o 保持 直线 平行 性 , 可 知 o 把 直线 也 也 变 
为 BD'， 同样 地 ，o 把 了 D 变 为 PFD， 从 而 go 把 D 变 
为 恕 D' 和 FP'D' 的 交点 也， 而 D' 是 唯一 确定 的 ， 这 就 证 
明了 仿 射 变换 o 的 唯一 性 . 证 毕 、 
最 后 我 们 谈 谈 贺 锥 曲线 的 仿 射 等 价 分 类 ， 每 个 权 圆 可 
写成 

wm? + by =1., 
其 中 x0、 380， 例 2 中 ， 仿 射 变换 ~ av.y 一 by 把 它 变 
成 半径 为 1 的 加 

w+ =1. . 

因此 , 所 有 的 椭圆 均 仿 射 等 价 .但 是 椭圆 不 可 能 与 抛物 线 或 
双 曲 线 仿 射 等 价 , 因为 椭圆 与 无 穷 远 直 线 不 相交 ,而 仿 射 变 ， 
换 把 无 穷 远 直线 仍 变 成 无 穷 远 家 线 ， 所 以 仿 射 变换 把 椭圆 
变 成 的 曲线 O 仍旧 与 无 穷 远 直线 不 相交 , 从 而 曲线 0 不 能 
是 与 无 穷 远 直线 交 于 两 点 的 双 上 曲线 或 交 于 一 点 的 抛物 线 . 
于 是 , 仿 射 变换 只 能 把 椭圆 变 成 椭圆 ， 换 名 话说 ,所 有 的 椭 
圆 形成 一 个 仿 射 等 价 类 . 类 似 地 , 所 有 的 双 曲 线形 成 一 个 仿 
射 等 价 类 , 所 有 的 抛物 线 也 形成 一 个 仿 射 等 价 类 ， 于 是 , 属 
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于 一 个 射影 等 价 类 的 圆锥 曲线 被 细 分 成 三 个 仿 射 等 价 类 . 


练 习题 (十 ) 


I.， 欧 氏 平 面 上 的 变换 o 若 把 直线 变 成 直线 , 并 且 保 持 
简单 比 不 变 , 则 o 一 定 是 仿 射 变换 . 

2，(a) 求证 ， 存 在 仿 射 变换 , 把 网 氏 平 面 中 任意 三 条 
不 同 的 共 点 直线 , 变 成 任意 三 条 不 同 的 共 点 直线 . 

(b) 求证 ， 存 在 仿 射 变换 ， 把 欧 氏 平面 任意 两 条 平行 
线 , 变 成 任意 两 条 平行 线 .。 1 

3. 试 将 欧 氏 平面 中 具有 下 列 性 质 的 几何 图 形 作 仿 英 
等 价 分 类 ， 

(a) 两 条 相交 直线 . 

(b) 三 条 彼此 平行 的 直线 

(e) 平行 四 边 形 . 

(上 等 腰 梯 形 . 

4. 写 出 将 点 (0， 0)， (1，0)，(0， 了 分别 变 成 点 
(2, 0),(0, 2),(3, 二 的 仿 射 变换 的 解析 表达 式 ， 

5. 下 列 性 质 是 否 为 仿 射 不 变性 质 ? 

(a) 某 点 在 某 三 角形 的 内 部 . 

(b) 某 两 点 在 某 直 线 的 两 侧 . 

(0) 一 条 线段 比 另 一 条 线段 短 ， 

(d) 某 直线 与 某 曲线 相 切 ， 

(e) 某 图 形 是 葵 形 ， 

(f) 某 点 是 三 角形 的 重心 ， 
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“(g) 某 点 是 三 角形 的 重心， 
6， 利 用 仿 射 变换 , 计算 本 图 - 刀 + 条 一 1( 这 里 a>0 
45>0) 的 面积 .. 


7. 求 仿 射 变换 ,把 (1，- 二 变 成 (一 1, 2), 并 且 将 直线 
2 十 2 一 1 一 0 上 所 有 点 均 保持 不 变 ， 
2. 用 仿 射 几何 解 是 
-现在 我 们 举例 说 明 如 何 利用 伪 射 几何 解 题 ， 其 恩 考 广 


法 和 利用 射影 几何 解 题 的 情形 是 4 

2 

相同 的 ， 如 果 问 题 只 小 及 几何 图 。 ，A wz 

形 的 伤 射 不 变性 质 ， 我 们 可 以 利 2K) 

用 仿 射 变换 . ”| 放 
(全 站 设 0 是 人 4BO 内 图 9 


一 点 ， 过 0 作 平行 于 BO 的 直线 , 与 4B 和 40 分 别 交 于 
7 和 了 ， 过 卫 作 直线 也 平行 于 4B, 与 BO 的 延长 线 交 
于 如. 求证 ,0 / 40，( 图 3-2) 

证 明 设 AO 下 长线 与 B0 交 于 D， 由 于 题 中 只 涉及 
仿 射 不 变性 质 ,我 们 不 妨 设 人 4DO 是 等 共 直 角 三 角形 , 妈 
A4D=DO、AD1TDO( 图 8-3).， 过 卫 作 平行 于 4D 的 直 
线 , 与 BO 交 于 点 GQ， 再 设 了 P 与 BO 交 于 也 ， 为 证 0 
/40, 只 需 证 明 0B/ PG, 从 而 只 需 证 明 卫生 一 如 而 
这 是 容易 的 ,因为 


. 116 全 “ 


一 一 一 -一 -一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- -一 -一 一 


证 毕 .。 


4 


如 EA 
ZA /AN 
EN NSN 


图 3-3 图 3-4 


[ 例 2] 设 D.B. 五 分 别 在 人 4BO 的 三 边 BO、O4、 
4B 上 ,并 且 - 


(图 3-4); 设 4D 和 BB 交 于 入 ，B 有 和 OF 交 于 MM, OF 
和 ADD 交 于 了, 求人 了 NP 的 面积 与 人 4BO 面积 之 比 . 
解 由 于 面积 比 是 仿 射 不 变 
性 ， 我 们 不 妨 设 人 4BC 是 正三 角 
形 (图 8-5)， 以 正三 角形 40B 的 
重心 为 中 心 旋转 120%, 则 4、B、O 
分 别 变 到 B.CO.4, 而 D. 加 .了 分别 
变 到 召 . 了、 DD， 于 是 直线 交点 对 、 图 3-5 
六 .了 分 别 变 到 六、P、M, 从 而 八 YNP 也 是 正三 角形 ， 为 
了 求 人 MNP 移 面 积 与 人 4BO 面积 之 比 , 我 们 只 需求 出 
这 两 个 正三 角形 边 长 之 比 邑 可 ， 令 BO=i+ mm, 则 
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AF~BD-OH=1, 
FB=DO~ HA-m, 
过 万 作 了 RY BO 且 了 FR 与 4D 交 于 有 则 


PR _AP 
BD AB’ 
FR .1 
即 工区 二 TT' 从 而 
| 1 
si I 
FM FR 1 
XO- DO- nin T 是 
FO . 
TM mt: 
而 OP~ (m+1)HP~ (m+1)rM 
m+1 
mt m+I ?0. 
AF . AN 
由 十 声 一 AO” 可知 
m+1 
1 mrimtioF OF 
0F mm 二 1 022 十 922 十 于， 
于 是 OF ~ mrmili. 


而 MP~OF_-FM-_OP . 
1 MT 


/一 一 一 一 ~- 
Vm tmt+1 (1 mmtil mtmii 
m3—1 
一 一 一 二 -一 一 一 一 
Vm+mii* 


。 JI7S 。 


于 是 


人 AMNP 面 积 _/ MP \? 
人 4B (0) 


2 一 工 )2 
Ca 二 各 十 (十 了 
(m1) 
0 十 22 十 十 
[人 鲍 3] ” (椭圆 的 仿 射 性 质 ) 由 于 每 个 椭圆 都 与 圆 仿 
射 等 价 , 我 们 在 平面 几何 中 学 过 圆 的 许多 性 质 , 如 果 圆 的 某 
个 性 质 是 仿 射 不 变 的 , 那 末 每 个 椭圆 也 都 具有 这 个 性 质 . 
比如 说 , 我 们 可 以 把 圆心 说 成 是 “与 圆周 上 各 点 距离 相 
等 的 点 ”， 但 是 距离 并 不 是 仿 射 不 变量 ,所 以 我 们 不 能 期 望 
每 个 椭圆 内 有 这 样 的 点 .但 是 若 将 圆心 O 刻 划 为 ,任意 过 
CO 的 直线 与 圆周 所 截 线 段 均 被 点 O 所 平分 ,这 是 仿 射 不 变 
性 质 ， 所 以 每 个 椭圆 内 均 存在 唯一 的 点 0', 使 得 过 0' 的 每 
条 直线 与 此 椭圆 所 截 线段 均 被 点 0 所 平分 ， 点 0' 叫 作 椭 
圆 的 中 心 ， 与 圆 的 情形 一 样 ,过 中 心 0' 的 每 条 直线 与 此 椭 
图 所 蕉 线段 叫 作 该 枉 圆 的 直 ， 
er 


径 . 一 | 以 

设 仿 射 变换 把 圆 0 变 成 {hy CY 
中 心 为 0' 的 椭圆 ， 于 是 , o 把 2 ” 
圆心 0 恋 成 0 没 4B 和 0D 图 3-6 
是 圆 0 的 两 条 相互 垂直 的 直径 ， 则 c 把 它们 变 成 椭圆 的 两 
条 直径 4B' 和 0'D', 但 是 它们 并 不 一 定 垂直 .， 我 们 把 由 
圆 内 相互 垂直 的 两 条 直径 变 成 的 椭圆 内 的 两 条 直径 叫 作 是 
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相互 共 轿 的 直径 ， 或 者 将 其 中 一 条 叫 作 是 另 一 条 的 共 转 直 
径 . 如 何不 借助 于 仿 射 变换 , 通过 椭圆 自 身 来 判别 何 时 两 
条 直径 彼此 共 轿 ? 这 就 需要 用 仿 射 不 变性 来 刻 划 圆 内 彼此 
垂直 的 两 条 直径 .不 难 证 明 , 圆 内 两 条 直径 彼此 垂直 的 充分 
必要 条 件 是 : 与 一 条 直径 平行 的 强 均 被 另 一 条 直径 所 平分 
而 后 者 是 仿 射 不 变性 ， 从 而 我 们 得 到 ， 

椭圆 内 两 条 直径 彼此 共 斩 的 充分 必要 条 件 是 : 该 酉 圆 
内 所 有 与 一 条 直径 平行 的 弦 均 被 另 一 条 直径 所 平分 . 

由 此 可 知 , 任 给 椭圆 一 条 直径 , 则 平行 于 此 直径 的 豆 的 
中 心 的 轨迹 是 尼 喜 径 的 共 罗 直 径 . 利用 这 条 轨迹 性 质 , 我 
们 可 以 作 椭圆 内 任意 一 条 直径 的 共 罗 直径 ， 

我 们 再 看 圆 的 另 一 个 仿 射 不 变性 质 . 设 4B 和 OD 是 
圆心 为 O 的 圆 中 相互 垂直 的 两 条 直径 CN] 4B，BP 
VOD， 过 4 作 直 线 ,与 00 交 于 玉 , 与 圆周 交 于 内 . 延长 
BM, 与 OF 交 于 工 (图 8-7)， 考 虑 两 个 相似 的 直角 三 角形 

4O _BF 


AOK 和 BEFL, 即 知 0 TF 但 是 40=00、BF 
一 OF, 从 而 (OKO) = (OLF)， 由 于 简单 比 是 仿 射 不 变量 ， 
从 而 这 个 简单 比 等 式 对 任意 的 椭圆 也 成 立 (但 需要 把 相互 
了 Cr LF! 
zal EY 
人 二 四 


图 3-7 
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垂直 的 直径 说 成 是 相互 共 轿 的 直径 ). 

椭圆 的 这 个 仿 射 性 质 使 我 们 可 以 由 椭圆 的 一 对 共 轿 直 
径 丽 出 整个 椭圆 ( 见 图 3-7), 设 4'8’ 和 0'D' 是 某 椭圆 的 
一 对 共 罗 直 径 ， 作 BF'JO'D',，0'8'Y A'B', 并 且 B'F' 和 
0O'F' 交 于 FW'， 在 00' 上任 取 一 点 尺 '， 然后 在 0'F 上 到 
点 了 ,使 (OQ0'LF')==(O'K'0')， 则 4'KK' 的 延长 线 与 BT 
的 交点 下 ' 就 是 该 档 贺 上 的 点 ， 当 玉 ' 在 O00 上 移动 时 ， 
点 M' 画 出 该 酉 贺 的 四 分 之 一 部 分 ; 类 似 地 , 可 画 出 其 他 部 
分 ， 这 也 表明 : 椭圆 由 它 一 对 共 驾 直径 所 完全 决定 . 

上 面 (以 及 练习 题 中 ) 所 述 的 关于 椭圆 的 各 种 仿 射 性 
质 ,用 平面 几何 或 解析 几何 证 明 都 不 十 分 容易 ,但 是 利用 仿 
射 几何 ,它们 都 是 圆 的 相应 性 质 的 直接 推论 

[ 例 筷 设 4、B、O. DD 是 任意 三 角形 三 边 上 的 四 个 
点 ,求证 4、B.O、 DD 当中 必定 有 三 个 点 围 成 的 三 角形 面积 
不 超过 原 三 角形 面积 的 1/4. 

征明 设 原 三 角形 是 八 P8QR,，4.、B.O.D 四 点 中 必然 
有 两 个 点 在 同一 边 上 ， 不 坊 设 点 4 和 B 在 PQ 边 上 ,0O 和 
力 分别 在 PR 和 QB 边 上 ., 
由 于 题 中 面积 比 是 仿 射 不 变 
性 , 从 而 我 们 不 妨 设 P=(0， (0,y-e 
1), B=(0, 0), Q=(1, 0), 
于 是 A PQR 为 直角 边 长 为 
1 的 等 腰 直 角 三 角形 . PQ 边 3-8 
上 的 点 有 形式 4=(g,1~-@),B=(5,1- 人 四 ,而 0= (0, 从 ， 
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P=(0,1) 
d=(a,1— 4) 
B=(5.1—5) 


(0 O)=R =(1, 0) 


D=(z, 入 


DD 一 (z, 0)， 不 妨 设 ?Po go 于 是 , 0<a<b<1 0<e 
<y<1 由 于 
1 
A4BO _ V3(D-0) TF-Y) 
APOE 1 
=(1-—)(b—o). 
从 而 当 1-y<cp-a 时 ,人 4B0 即 为 所 求 ， 因 此 , 以 下 


、 1 
设 1-y> 4 于 是 


1 1 
0 -~ _ <1- 
YT < 4a 


oo 1-o—y| 


这 时 , 人 40D 的 面积 是 部 的 绝对 值 , 即 


@—v» 二 一 
A40D- 寺 lad-o+ 人 -qdG-a-g| 
~ 译 |s(1- 人 D+a(y-o)| 


=) +a(y-o)], 
(由 于 ww (一 力 , % 9 一 2 均 大 于 等 于 0) 
令 w 一 1 -wy 一 1 一 y, 则 
Fa < <. 
而 A40D~ 训 EY(1—2) tale —y)] 
~ 吝 [V (lO) -oy -0)] 
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< 到 以 (L- 四 -yy -四 ] 


, 1 
(因为 / -o> 三 厅 -a>0) 
1 ， -1l 
“YY) < 
1 
= 了 "人 PQR. 


从 而 人 40OD 即 为 所 求 。 证 毕 ， 


练习 题 (十 一 ) 

1. 设 4B 是 茶 椭圆 的 直径 ,平行 于 4B 的 两 条 直 钱 
与 此 柚 圆 相 切 ， 设 切 点 分 别 为 0 和 呈 
求证 CD 是 与 4B 共 顽 的 直径 . 

2. 设 4B 和 OD 是 椭圆 一 对 共 罗 
直径 .在 BO 弧 上 任 取 一 点 M，BM 和 
40 的 延长 线 交 于 ， 4M 和 BO 交 于 ? 
(如 图 ), 求 证 KNYCD. (第 2 题 图 ) 

3 基于 上 题 , 给 出 由 一 对 共 辑 直径 画 椭 圆 的 方法 . 

4. 椭 贺 外 切 四 边 形 两 条 对 角 线 中 点 和 该 椭 贺 中 心 这 
三 点 共 线 . 

5. 设 2 是 一 给 定 的 椭圆 , 求 

(a) 2 的 内 接 三 角形 面积 的 最 大 什 . 
《b) 2 的 外 切 三 角形 面积 的 最 小 值 . 
6. 用 仿 射 几何 证 明 本 书 第 99 页 练习 题 第 2 题 . 
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?. 用 伪 射 几何 证 明 本 书 第 100 页 练习 题 第 3 题 . 
8， 用 仿 射 几何 证 明 本 书 第 100 页 练习 题 第 4 题 ， 
9. 用 仿 射 几何 证 明 本 书 第 


A 


100 页 练习 题 第 5 题 . . 

10. 用 仿 射 几何 证 明 本 书 第 B ? 
100 页 练习 题 第 6 题 . 

11. 用 仿 射 几何 证 明 本 书 第 “ 2 “ 
98 页 定理 26. (第 12 题 图 ) 


12%. 证 明 ， 完 全 四 边 形 4BODBF 的 三 条 对 角 线 的 中 
点 子 .了 .2 在 一 条 直线 上 . 


3. 什么 是 几何 学 ? 


前 两 节 我 们 介绍 了 欧 氏 平面 上 的 仿 射 几何 ， 现 在 我 们 
介绍 仿 射 几何 的 “ 子 几 何 ”, 即 大 家 所 熟悉 的 欧 氏 几何 ， 这 
种 几何 的 研究 对 象 和 仿 射 几何 一 样 ， 仍 是 欧 氏 平面 中 的 各 
种 几何 图 形 , 但 是 变换 群 不 同 。 欧 氏 几何 中 所 采用 的 变换 
是 保 上 距 变 换 , 或 叫 欧 氏 变换 ， 欧 氏 平面 上 的 变换 o 叫 作 是 
保 距 变 换 ， 是 指 当 o 把 平面 上 任意 两 点 和 和 B 分 别 变 成 
4 和 B' 时 , 均 有 |4B| 一 |4'B'|， 这 里 |48B| 表 示 线 段 4B 
的 长 度 ， 不 难看 出 : (也 恒 等 变换 是 保 距 变 换 ; (2) 若 o 是 保 
距 变 换 , 则 它 的 逆 变 换 c-: 也 是 保 距 变换 ; (3) 若 c 和 Y 均 
是 保 距 变换 , 则 它们 的 乘积 "ca 仍 是 保 虐 变换 于 是 , 全 
体 保 距 变换 形成 一 个 群 , 叫 作 保 距 变换 群 (或 欧 氏 变换 群 )， 
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罕 商 欧 民 几何 就 是 研究 欧 氏 平面 上 几何 图 形 在 保 距 变换 群 
作用 下 的 不 变性 和 分 类 的 一 门 学 科 ， 两 个 儿 何 图 形 在 保 距 
变换 下 等 价 , 就 是 我 们 通常 所 说 的 这 两 个 几何 图 形 “ 全 等 ”. 

为 了 看 出 欧 氏 几何 与 仿 射 几 何 的 联系 , 我们 要 和 证明. 每 
个 保 距 变换 都 是 仿 射 变换 。 也 就 是 说 , 保 距 变换 群 是 仿 射 
变换 群 的 一 部 分 ( 即 前 者 是 后 者 的 “ 子 烙 ")， 再 由 于 两 者 几 
何 的 对 象 都 是 欧 氏 平面 上 的 几何 图 形 , 从 而 我 们 说 : 欧 氏 几 
何 是 仿 射 几何 的 “ 子 几 何 ”. 

为 了 证 明 保 距 变换 是 仿 射 变换 ， 我 们 先 要 研究 欧 氏 几 
何 有 哪些 不 变性 质 和 不 变量 ， 

定理 6 (1) 保 距 变 换 把 欧 氏 平面 上 的 直线 变 成 直 
线 ; 

(2) 保 距 变换 保持 两 直线 的 夹 角 ; 

(8) 保 距 变换 将 平行 直线 变 成 平行 直线 ， 将 两 条 垂直 
的 直线 变 成 两 条 垂直 的 直线 . 

证 明 外 设 和 .B.CO 是 共 线 的 三 点 ， 不 妨 设 在 线 
段 40 的 中 间 , 则 |4B| 十 1B0| =|140|， 如 时 保 距 变 换 o 
把 4. BO 分 别 变 成 4 B'、0’' 三 点 ， 由 于 是 保持 距离 
的 , 因此 14'B' 二 1BO =|40'|， 由 此 式 即 知 4 和 2、0 
必然 在 一 条 直线 上 (因为 若 4、B'、0' 形成 三 角形 的 三 顶 
点 , 则 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 即 应 当 

]434 二 BOo>14011， 

而 这 与 前 式 矛 盾 ), 并且 一 定 是 B' 在 线段 40' 的 中 间 ， 于 
是 ,o 把 直线 变 成 直线 . . 
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(2) 设 直 线 4B 和 40 交 于 4， 保 距 变换 把 4., 8B、 
O 三 点 分 别 变 成 4'、B'、0', 则 o 把 直线 4B 和 4O 分 别 变 
成 直线 4 和 40O。 由 于 c 保持 距离 ,于 是 

(4B|=|4'B8|, |40|=|4'0'l, 
1BC|=|B'0'|. 

从 丽人 4BO 和 和 A4BC' 三 组 对 应 边 相 等 ， 于 是 , 这 两 个 
三 角形 全 等 。 从 而 LB40~ 人 B'4'0'。 即 c 保持 直线 的 
夹 角 ， 

由 (2) 可 直接 推出 (3)， 因为 平行 直线 的 夹 角 为 0%,， 季 
直 直 线 的 夹 角 为 90°, 它们 在 保 了 距 变换 之 下 是 不 变 的 , 证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 证 明 ， | 

定理 了 保 距 变换 一 定 是 仿 射 变换 . 

证 明 设 保 距 变 换 o 把 点 (0, 0)，(1, 0)，(0, 分 别 
变 成 点 (go, 5o)，(az, Bb)，(qs，5s)， 设 0 把 (0, 巷 变 成 点 
《 卫 , 了 )， 由 于 (0, 0)、(0, 蕊 和 (0, 9) 共 线 ， 从 而 (ao, bo)、 
(gz, 53) 和 ( 且 , 了 ) 也 共 线 , 而 且 由 定理 6 证 明 ( 力 的 过 程 中 
知道 变换 o 保持 点 的 排列 次 序 ( 即 若 呈 在 线段 A4C 之 闻 , 则 
B' 也 在 线段 4O' 之 闻 )。 由 于 点 (go，50) 到 点 (m4， 妇 ) 和 
(了, 了 ) 的 距离 分 别 是 1 和 yy, 从 解析 几何 即 短 

有 -a 了 -po 


= 


Ga~ao0 62—bo 
于 是 把 点 (0， 幼 变 成 点 
了 一 ((g&a 一 %o)9 十 go (ba— bo)y+ bo), 
类 似 地 ,o 把 点 (w, 0) 变 成 点 
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™y, 


@=- ((@-ao)z+ao (页 一 zojz 十 5， 
由 于 (0, 0)、(0 9)、(%z, 0)、(%,-9) 是 矩形 的 四 个 顶点 ,而 0 
保持 直线 的 垂直 性 ， 从 而 若 c 把 点 (z， 幼 变 成 点 已 ， 则 
(qo,，6o)、P、R.Q 是 矩形 的 四 个 顶点 (图 38-9)， 于 是 


R=(atytu,B+5+ bo) 


“J 
dy+a0, B+) 


(Go, bo) 


图 3-9 


Cm 
(bi1— bo)wt (Bb2— b0)y + 00), 
所 以 ,车 a 把 点 (%, 9) 变 为 点 (zw 外), 则 
{ ll 一 (0 一 0o)2 十 (ca 一 0o)9 十 Co， 
y= (bi— bo)w+ (bs — bo)y+ bo. 
这 正 是 仿 射 变换 的 解析 表达 式 ， 这 就 证 明了 每 个 保 距 变换 
都 是 仿 射 变换 ， 证 毕 ， 
在 前 一 节 中 ,我 们 给 出 仿 射 变换 的 两 个 例子 .. 大 家 知 
道 , 例 1 中 的 仿 射 变换 ( 即 平移 ,旋转 和 反射 ) 都 是 保持 距离 


的 ， 即 都 是 保 距 变换 ; 而 例 2 中 的 仿 射 变换 2 一 aw, y By 


只 有 当 4= 土 .8= 土 1 时 才 是 保 距 变 换 ， 可 以 证 明 : 每 个 
保 距 变换 都 可 表 成 有 限 个 例 工 中 亡 列 的 保 距 变换 的 乘积 ， 
这 些 我 们 都 不 想 多 谈 了 ， 因 为 我 们 不 打算 过 允 氢 述 大 家 已 
经 熟悉 的 欧 氏 几何 ， 
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我 们 在 欧 氏 几何 中 所 研究 的 几何 图 形 性 质 ， 都 是 保 眶 
变换 下 的 不 变性 质 ， 由 于 保 距 变 换 群 比 仿 射 变换 群 小 , 所 
以 欧 氏 几何 中 的 不 变性 质 和 不 变量 (如 线 自 长度， 直线 夹 
角 , 平 行 ,垂直 , 图 形 面积 , 正 多 边 形 , 加 , 平行 四 边 形 , 梯形 
等 等 ) 也 比 仿 射 几何 中 要 多 ， 另 一 方面 , 欧 氏 几何 中 几何 图 
形 的 分 类 ( 即 按 “全 等 ”分 类 ) 比 仿 射 等 价 分 类 也 要 细 ， 例 如 
图 在 欧 氏 几何 中 分 成 无 穷 多 类 ， 只 有 半径 相等 的 圆 才能 全 
等 ， 三 角形 也 是 如 此 而 在 仿 射 几何 中 , 所 有 的 圆 连同 所 
有 的 椭 加 形成 一 个 等 价 类 ， 而 所 有 的 三 角形 构成 一 个 等 价 
类 . 
至 此 , 我 们 已 向 大 家 介绍 了 三 种 几何 , 射影 几何, 仿 庙 
几何 和 殉 氏 几何 ， 它 们 或 者 研究 对 象 不 同 ( 如 射影 几何 的 
研究 对 象 是 射影 平面 中 的 几何 图 形 ， 仿 射 几 何 和 欧 氏 几何 
则 是 研究 欧 氏 平面 中 的 几何 图 形 ), 或 者 是 几何 对 象 相同 但 
是 变换 群 不 同 ( 如 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 的 变换 群 分 别 是 仿 
射 变换 群 和 保 距 变换 群 )， 有 了 这 三 种 几何 作为 具体 背景 
现在 就 可 以 回答 这 样 一 个 问题 ; 什么 是 几何 学 ? 换 名 话说 ， 
几何 学 的 本 质 是 什么 ? 什么 是 几何 学 的 基本 问题 ? 

1872 年 ， 德 国 数学 家 克 莱 因 (F. Oh. Klein) 在 名 叫 埃 
尔 兰 根 (Erlangen) 的 小 城 发 表 了 著名 的 演说 ， 这 篇 演说 补 
后 人 称 作 是 “ 埃 尔 兰 根 纲领 "” 克 莱 因 在 这 篇 演说 中 给 几何 
学 下 了 一 个 经 典 的 定义 ; “几何 学 是 研究 空间 在 变换 群 下 不 
变性 质 的 一 门 学 科 ;” 这 里 所 说 的 “空间 ”是 很 一 般 的 , 它 可 
以 是 任何 事物 (研究 对 象 ) 的 集合 体 ， 按 照 克 莱 因 这 个 几何 
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学 的 定义 , 可知 几何 学 的 基本 问题 有 两 个 , 一 个 是 研究 几何 
对 象 对 于 变换 群 的 等 价 分 类 ， 另 一 个 是 研究 几何 对 象 对 于 


变换 群 的 不 变性 质 和 不 变量 . 这 两 个 基本 问题 是 密切 相关 


前 , 是 远 某 因 有 几何 学 定义 的 两 个 侧面 . 比如 说 : 设 一 是 某 


种 几何 中 的 不 变性 质 ( 或 不 变量 )， 如 果 两 个 几何 对 象 当中 
一 个 具有 性 质 卫 而 田 一 个 不 具有 性 质 卫 (或 者 两 个 对 象 的 
不 变量 卫 的 数值 不 相等 ), 则 这 两 个 几何 对 象 在 这 种 几何 
中 必然 不 等 价 ， 所 以 ,不 变性 质 和 不 变量 发 现 得 愈 多 , 就 你 
有 助 于 几何 对 象 的 等 价 分 类 ， 

设 也 ,…, 六 是 某 种 几何 学 中 的 一 些 不 变性 质 或 不 变 
量 , 8 是 该 几何 学 中 某 些 几何 对 象 构成 的 集合 , 如 果 8 中 两 
个 几何 对 象 等 价 , 则 当然 应 当 有 同样 的 PE，…，2Ps 反之 ， 
如 果 8 中 两 个 几何 对 象 有 同样 的 Pi，…，Pi, 便 可 推出 这 
两 个 几何 对 象 必 然 等 价 , 我 们 便 称 Pu …，P: 是 S 中 几何 
对 象 的 完全 不 变量 (或 不 变性 质 ) 组 ， 例 如 : 在 欧 氏 几何 中 ， 
取 总 为 所 有 三 角形 构成 的 集合 ，P、Pa、Pas 分 别 是 三 角形 
三 个 边 长 (这 是 欧 氏 几何 中 的 不 变量 )， 如 果 两 个 三 角形 具 
有 同样 的 Pi:、P2:、Ps, 即 三 组 对 应 边 相等 , 那 末 这 两 个 三 角 
形 全 等 , 即 在 欧 氏 儿 何 中 它们 是 等 价 的 ， 所 以 , 三 角形 三 个 
边 长 是 三 角形 的 完全 不 变量 组 ， 类 似 地 ,“ 两 角 夹 边 ” 和 “两 
边 夹 角 ” 也 是 三 角形 的 完全 不 变量 组 , 而 “三 个 角 的 大 小 ”不 
是 三 角形 的 完全 不 变 组 . 


”” 寻求 某 类 儿 何 对 象 的 完全 不 变量 组 ， 是 几何 学 家 最 希 


望 作 的 事情 ， 因 为 这 意味 着 把 判定 这 类 几何 对 象 是 否 等 价 
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具体 归结 为 考查 它们 的 某 些 不 变性 质 是 否 一 样 或 者 某 些 不 
变量 是 否 相 等 ， 但 是 , 在 几何 学 中 , 寻求 完全 不 变量 组 是 件 
困难 的 工作 。 在 某 些 几 何 学 中 , 甚至 寻求 不 变性 或 不 变量 
都 很 困难 ,只 有 很 少 的 不 变性 和 不 变量 被 发 现 , 离 建立 完全 
.不 变量 组 这 一 最 终 目 标 还 很 远 ， 在 几何 学 中 还 有 大 量 未 解 
决 的 问题 留待 后 人 去 研究 和 解决 . 


练习 题 (十 二 ) 

1. 对 于 菊 氏 几何 的 下 列 几 何 对 象 , 写 出 它 的 一 些 完 全 
不 变量 组 . 

(a) 平行 四 边 形 ; (b) 椭 图 . 

2. 对 于 仿 射 几何 的 下 列 几 何 对 象 , 写 出 它 的 完全 不 变 
量 组 , 

(a) 共 点 的 不 同 三 直线 ; (b) 共 线 的 三 点 ; (e) 梯形 . 

3. 仿 射 变换 

人 2 i Ce) 
Y =02t + wad + ba 
是 保 距 变换 的 充分 必要 条 件 是 ，. 
oh 十 2 一 os 十 di 一 二 aiiGls 十 Caigas 一 0. 

4. 如 果 (*) 式 是 保 距 变换 , 则 gizg2s 一 magai 一 士 1. 试 
问 其 着 是 否 也 对 ? 

5. 设 (*) 是 保 距 变 换 ，(a) 如 果 wutso 一 wnaz=1， 则 
该 保 距 变换 必 可 表 成 形式 rz.c， 其 中 是 绕 原 点 旋转 某 个 
角度 , 7 是 平移 变换 ww 十 by, Y 一 9 十 0 
° 180。 


(b) 如 果 cucs- cisasi= 一 1, 则 该 保 距 变换 必 可 表 成 
形式 zo*%, 其 中 z 和 和 oa 同上 ,而 入 是 以 OZ 为 轴 的 反射 变 
换 , w=w, y= 一 y. 


4. 谈 谈 非 欧 几 何 


在 网 氏 儿 何 中 , 过 直线 外 一 点 可 以 作 一 条 , 也 仪 可 以 作 
一 条 直线 与 原 直线 平行 ， 在 公元 前 三 世纪 , 古 希 腊 数 学 家 
欧 几 里 得 把 这 个 性 质 当 作 是 一 条 公理 , 即 所 谓 “ 平 行 公理 ”， 
但 是 一 些 学 者 认为 这 条 平行 公理 可 以 从 其 他 公理 推出 来. 
换 句 话说 , 他 们 认为 : 车 其 他 公理 均 成 立 , 那么 在 几何 中 必 
然 有 平行 公理 所 叙述 的 结论 ， 有 许多 人 为 了 “证 明 ” 平 行 公 
理 , 花费 了 大 半生 的 精力 ， 但 是 给 出 的 许多 “证 明 ” 都 是 不 
正确 的 ， 到 了 十 九 世 纪 二 十 年 代 ， 人们 才 认 识 到 平行 公理 
确实 是 欧 氏 几何 中 的 一 条 公理 , 也 就 是 说 , 它 与 所 有 别 的 公 
理 是 彼此 独立 的 ， 到 了 十 九 世 纪 中 期 ,人们 建立 了 许多 非 
欧 几 条 的 模型 在 这 些 非 欧 几何 中 , 欧 氏 几何 的 其 他 公理 
均 成 立 ,但 是 平行 公理 不 成 立 ， 译 些 , 非 欧 几 何 才 被 人 们 普 
所 接受 ， 
非 欧 几何 可 以 分 成 两 类 , 一 类 非 欧 几何 中 , 平行 公理 被 
下 列 公 理 代替, 任意 两 条 不 同 的 直线 都 相交 ， 我 们 在 本 书 
中 介绍 的 射影 几何 , 就 属于 这 种 非 欧 几何 , 因为 射影 平面 中 
任意 两 条 不 同 的 射影 直线 均 恰好 交 于 一 点 . 又 如 , 天 文 和 航 
海中 普遍 采用 的 球面 几何 也 是 这 种 非 欧 几何 .这 种 几何 的 
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“空间 ”是 球面 ,研究 对 象 是 球 硬 上 的 各 种 儿 何 图 形 .球面 
上 的 “直线 ”是 过 球 心 的 平面 与 该 球面 裁 出 的 “大 国 ”、 球 面 
上 任意 两 个 不 同 的 大 圆 均 恰好 交 于 对 顶 的 两 点 (图 8-10) 
如 果 我 们 把 球面 上 对 项 的 两 个 点 青 成 是 
A 同一 个 点 ， 那 末 在 球面 上 任意 两 条 直线 
N (大 圆 ) 也 都 恰好 交 于 一 点 ， 另 一 方面 ， 
Kg - 所 有 欧 氏 几何 的 其 他 公理 在 球面 几何 中 
 ， 仍 上 月 成 立 。 比如 说 , 过 球面 上 任意 两 个 
图 310 ”不同 的 点 (注意 , 对 项 的 两 个 点 看 作 是 同 
一 点 ) 均 恰好 有 一 条 直线 ， 在 球面 上 两 点 之 间 的 “线段 ”就 
是 过 此 两 点 的 大 圆 夹 在 两 点 之 间 的 小 弧 ， 线 段 的 长 度 就 是 
这 段 贺 弧 的 长 度 , 它 就 是 两 点 的 距离 , 过 球面 一 点 的 两 条 直 
线 (大 圆 ) 的 夹 角 就 是 两 个 大 圆 在 此 点 的 切线 之 并 的 夹 角 . 
球面 上 的 变换 即 指 保持 任意 两 点 (球面 上 ) 距 离 保 持 不 变 的 . 
保 距 变换 ， 这 些 变 换 显 然 形 成 群 。 于 是 , 两 点 距离 让 然 是 
球面 几何 中 的 不 变量 ,可 以 象 欧 氏 几何 一 样 证 明 : 球面 上 两 : 
条 直线 的 夹 角 也 是 不 变量 .我 们 还 可 定义 另 一 个 不 变量 : ; 
球面 三 角形 的 面积 在 非 欧 几何 中 有 许多 性 质 眼 路 氏 几何 
很 不 相同 ， 比 如 , 在 球面 几何 中 ,任意 三 
角形 的 三 个 内 角 之 和 永远 大 于 180°! 这 
”里 的 三 角形 仍旧 是 不 在 同一 直线 上 的 三 : … 
点 之 间 联 成 的 三 条 线段 围 成 的 球面 几何 
图 形 . 例如 图 8-11 所 示 的 三 角形 NP8,; . 
卫 和 @ 在 “赤道 "上 , 而 W 是 “北极 ”， 那 图 941 - 
» 139'.. 


来 这 个 三 角形 在 卫 和 @ 处 的 内 角 都 是 直角 , 从 而 内 角 之 和 
大 于 180°. 

非 欧 几何 并 不 神秘 , 因为 人 们 本 来 就 生活 在 球面 上 . 由 
于 地 球 半径 很 长 , 当 我 们 在 地 球 表 面 一 个 局 部 活动 时 ,我 们 
把 它 近 似 地 看 成 是 一 个 平面 ， 而 把 两 点 最 短 距 离 看 成 是 欧 
氏 儿 何 中 的 直线 , 但 事实 上 它 是 大 圆 弧 的 一 部 分 ， 文学 家 
把 一 片 广阔 的 原野 形容 成 是 “一 望 无 际 ”， 但 在 几何 学 家 看 
来 这 是 平凡 的 事实 ， 因 为 球面 本 来 就 是 没有 边际 的 ， 当 人 
们 研究 天 文 现象 ,或 者 进行 全 球 性 的 航海 活动 时 , 欧 氏 几何 
已 不 适用 ,需要 采用 球面 几何 这 样 一 种 非 欧 几何 . 

另 一 种 非 欧 几何 是 将 平行 公理 改 成 ， 过 直线 外 一 点 可 
以 引 多 于 一 条 直线 与 原 直线 不 相交 .现在 我 们 用 前 面 学 过 
的 射影 几何 知识 给 出 这 种 非 欧 几何 的 一 个 模型 ， 这 种 几 僻 
的 “空间 ”是 半径 为 1 的 单位 图 的 内 部 ， 也 就 是 说 , 在 这 种 
几何 中 , 我 们 的 研究 对 象 是 单位 圆 内 的 几何 图 形 ， 设 4 和 
如 是 单位 圆 内 两 个 不 同 的 点 , 则 直线 4B 
在 单位 圆 内 那 部 公 就 定义 为 在 我 们 新 几 
何 中 过 4 和 下 的 直线 ， 因 此 , 和 欧 氏 几 
何 一 样 ,在 我 们 新 的 几何 中 , 过 任意 两 个 
不 同 的 点 恰好 可 引 一 条 直线 ， 设 直线 3-12 
4B 与 单位 圆周 的 交点 为 刀 和 @, 并 且 卫 在 B4 的 延长 线 

.上 而 Q 在 4B 的 延长 线 上 (图 8-12)， 我 们 定义 线段 4B 
的 长 度 为 . 


AB~log( AB|QP), 
。733 。 


其 中 (4B|QP) 是 四 点 的 复 比 , 即 


因为 4.B 不 被 也.Q@ 所 分 割 ,所 以 这 个 复 比 是 一 个 正 实数 ， 
更 进一步 ， 由 于 上 面 对 于 卫 和 @ 两 点 的 规定 ， 知 道 |4Q| 
>|BQ|.18P|>|4P|. 因 


(4BIQP) ~ 他 :4 强 [>: 


所 以 当 4z 瑟 时 本 -log(C4B|19P) 永远 是 正 实数 ， 而 当 
4 一 B 时 ， 


页 -log(C44IQP)- 
.=log1-0 

于 是 我 们 证 明了 距离 248 也 具有 通常 欧 氏 四 高 的 如 下 性 
质 : 

性 质 1 设 妹 和 号 是 单位 加 内 两 个 点 ， 则 当 4 关 如 时 ， 
4 再 是 正 实数 ,而 44=0. 、 

性 质 2 当 4 接近 于 也， 或 者 台 接 近 于 昌 时 ， 48 
趋向 于 十 co( 无 穷 大 ):- 

这 是 由 于 当 4 接近 卫 或 者 BB 接近 Q@ 时 ， 4P 或 者 BQ 
趋 近 于 0， 从 而 


(4BIQP) -AQ. 器 


趋 于 +co, 于 是 
AB~log(AB|QP) 
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也 趋 于 十 co、 
所 以 ， 单 位 圆 上 的 点 可 以 看 成 是 我 们 新 几何 中 的 无 穷 
远 点 ， 
性 质 3 和 如果 4. 好.O 是 单位 圆 内 共 线 的 三 点 ,并 且 点 
了 在 线段 40 上 (图 8-11), 则 
A2B1+B6-26, 
这 是 因为 ， 
AB+BO~log(AB|QP)+10g (BO|QP) 
~log( AB|QP) (BO|QP) 
log (4QP) (BQP) 
3 CBQP) (CORP) 


-me (AQF) ~ (40l0D) 


“= AO. - 
接 下 来 , 我 们 要 讲 明 新 几何 中 的 变换 群 是 什么 ， 我 们 
自然 要 考虑 射影 平面 上 将 单位 圆 内 部 变 
成 单位 圆 内 部 的 那些 射影 变换 所 构成 的 
集合 ， 不 难看 出 , 这 样 的 射影 变换 全 体 
形成 一 个 变换 群 , 麦 示 成 @, 这 就 是 我 们 
新 几何 的 变换 群 . “- 图 3-13 
性 质 & 中 每 个 变换 o 对 于 新 定义 的 距离 均 是 保 距 
变换 . | 
证 明 . 设 4、B 是 单位 图 内 任意 两 个 点 , 4B 和 单位 加 
的 交点 是 了 和 Q@, 设 o 把 4,B,P.Q 分 别 变 为 4、B'、P'、 
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8@, 则 P'、@' 在 4'B' 上 ， 由 于 oa 是 把 单位 回 内 部 变 成 单位 
图 内 部 的 射影 变换 , 利用 连续 性 原理 ,可知 o 把 单位 贺 周 上 
的 点 变 为 单位 圆周 上 的 点 ,于 是 P' 和 @ 均 在 单位 圆周 上 . 
换 名 话说, P'、@ 恰好 是 AB 与 单位 图 周 的 两 个 交点 由 射 
影 变 换 o 保持 复 比 ,可 知 
(4'B'|IQ'P) = (ABIQP)>1. 

于 是 
TB -log(A'B'|IQP') ~1log (4BIQP) =28, 
从 而 中 每 个 变换 均 是 保 距 变换 . 

对 于 单位 圆 内 两 个 几何 图 形 ,如 果 存 在 变换 群 @ 中 某 
个 变换 ,将 其 中 一 个 几何 图 形变 成 另 一 个 几何 图 形 , 象 欧 氏 
几何 中 那样 ,我 们 称 这 两 个 图 形 是 全 等 的 ， 由 于 @ 中 变换 
都 是 保 距 的 ， 因 此 若 单位 圆 内 人 4BO 和 和 人 4'B'O' 全 等 ， 
则 对 应 边 长 度 必然 相等 , 即 

. -7 FW-FO, -ON 

反之 ,如果 单 位 圆 内 两 个 三 角形 的 三 组 对 应 边 相等 ,这 两 个 
”三 角形 是 否 全 等 呢 ? 也 就 是 说 , 是 否 存 在 着 @ 中 的 变换 把 : 
4、 所 0 分 别 变 成 4、B'、0’ 呢 ?下 一 个 性 质 卖 明 , 管 案 是 
肯定 的 . 

性 质 5 - 设 人 4BO 入 入 人 41B'O' 是 单位 圆 内 两 个 三 角 
站 二 站 轩 季 

75- iH, B-BE, 04-074, 
则 窑 在 儿 中 的 变换 0, 把 4、.B.O 分 别 变 成 4.B',O" 

证 明 设 4B、BO、O4 与 单位 圆 交 于 P.Q. R. ST. 
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王 4B BIOLO 4 与 单位 圆 交点 为 P.O、R ST EE 
(如 图 8-14 所 示 ， 为 了 ‘Bp p 
容易 识别 ， 我 们 把 同一 3 Ser DLA 
个 单位 加 加 在 两 处 ). 由 - NY sf ) 
于 P.Q.R.S 当中 任意 ”3 外 一 
三 点 均 不 共 线 , 而 P、 3-14 
多 、 忆 8' 也 有 同样 性 质 ,从 而 在 射影 平面 上 存在 射影 变换 
0o, 把 P、Q、 B.S 分 别 变 成 PQ'、 RS', 于 是 oc 把 PQ 和 
RS 的 交点 B 变 成 P'Q' 和 BR'S' 的 交点 B'， 又 由 于 
log(ABIQP)= AB=— AB~1log(4A'B'|IQP’), 

而 o 又 保持 复 比 , 从 而 o 把 4 变 成 4， 同 样 可 知 o 把 0O 变 
成 0， 我 们 只 需 再 证 o 把 工 变 成 就 可 以 了 ， 因 为 这 时 
了 P.、Q、BR AS、 也 五 个 点 唯一 地 决定 了 一 个 圆锥 曲线 , 这 个 图 
锥 曲线 就 是 单位 圆 ， 同样 地 ,， P'、Q'、 BR'、S'、L 也 唯一 决 
定 了 一 个 圆锥 曲线 一 一 单位 圆 ， 因 此 c 把 单位 圆 变 成 单位 
圆 ， 由 于 把 单位 圆 内 点 4 变 成 单位 圆 内 点 4', 利用 连续 
性 原理 可 知 o 必然 把 单位 圆 内 部 变 成 单位 圆 内 部 ， 换 句 话 
说 , c 是 人 中 的 变换 , 并 上 且 o 把 4、B.O 分 别 变 成 4、B'、 
0', 从 而 c 即 为 所 求 . | 

为 了 证 明 o 把 工 变 成 ,我们 要 利用 本 书记 讲 的 第 一 
个 定理 一 一 幅 斯 卡 定理 ， 我 们 考虑 单位 加 上 六 个 点 PP 二 
P' .QS'R'. 设 T'L 和 Q&S’ 的 交点 为 D',， LP' 和 RR 
的 交点 为 以，P'Q' 和 BT' 的 交点 为 入 。 由 帕斯卡 定理 
可 知 D'、 MK'、NW' 共 线 (图 3-15)， 根 据 这 条 性 质 , 如 果 我 们 
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已 知 单位 图 上 四 点 PIQ'、 BR'、 8, 又 知 直线 410' 与 单位 加 

的 一 个 交点 五, 我 们 可 以 按 下 方式 
求 410' 与 单位 圆 的 另 一 个 交点 全" 
先 作 PL 与 BS' 的 交点 及， 下 
作 4'O' 与 8'Q’' 的 交点 D'， 然后 作 
MM'D' 与 PQ 的 交点 ,最 后 ， 
RN' 与 4'0' 的 交点 便 是 所 求 的 点 
T. - 

-15 ”我 们 已 经 知道 o 把 P.Q.R.S.、 
4.B.O 分 别 变 成 PQ~.RS A'B.O0'’ 设 o 把 荆 和 人 
分 别 变 成 L" 和 T”， 令 o 把 单位 图 变 成 某 个 圆锥 曲线 2. 
由 于 P.Q、R.S .TI 是 单位 贺 上 六 个 点 , 所 以 PQ,、R'、 
S'.L".T” 均 在 OQ 上， 因为 帕斯卡 定理 对 于 任意 圆锥 曲线 
均 成 立 ， 因 此 我 们 仍旧 可 按 上 述 方 法 从 QO 上 的 五 个 点 P'、 
QR'、S'、L" 求 第 六 个 点 T"， 如 时, 则 有 两 种 情 
形 ， (DL" 在 线段 4’ 之 间 , 这 时 按 上 述 方法 绘 出 的 点 TT” 
在 线段 DT' 之 间 ， 不 难看 出 ,在 这 种 情形 下 ， 


ji AT' i OT AMT” OL” 
A hk a lA 7 
一 (CT 


男方 面 ,由 40'=AO 可 知 (40'|T'D)==(40|TD), 而 由 
c 保持 复 比 可 知 | 
(4A0|TD = (40|T"I"), 

于 是 应 当 有 
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(A'O|T'D) <(A0' [TDN. 
这 就 产生 矛盾， (2)L" 在 4 的 延长 线 上 , 这 时 按 上 述 方 
法 绘 出 的 点 T” 在 DT' 的 延长 线 上 , 从 而 
(OTD)> M0 NT"D). 
这 又 导致 了 矛盾. 综合 上 述 , 可 知 ZI=L， 即 0 把 荆 变 成 
了 工 、 这 就 证 明了 性 质 5. ~ 
不 难看 出 ， 以 单位 圆 圆心 0 为 中 心 的 中 心 对 称 ， 和 绕 
0 的 每 个 旋转 , 都 是 @ 中 的 变换 . 但 是 , 从 性 质 5 可知 , @ 
中 不 只 有 这 些 变换 ， 因 为 仅仅 这 些 变换 不 能 满足 性 质 5 的 
要 求 . 所 以 我 们 新 几何 的 变换 群 @@ 是 足够 大 的 。 由 人 性质 
5 还 知道 ,三 角形 的 三 个 边 长 是 三 角形 的 完全 不 变量 组 . 也 
就 是 说 ， 三 角形 的 “ 边 边 边 ” 定 理 在 我 们 新 的 几何 中 仍然 成 
立 ; 两 个 三 角形 全 等 当 且 仅 当 三 组 对 应 边 长 相等 ， 我 们 还 
可 以 在 新 的 几何 中 定义 两 直线 的 夹 角 ， 我 们 在 这 里 不 谈 角 
度 的 确切 定义 ,只 想 指 出 以 下 几 点 事实 ，( 角度 是 我 们 新 
几何 中 的 不 变量 . 也 就 是 说 , 久 中 变换 保持 直线 的 夹 角 不 
变 ，(2) 关 于 三 角形 全 等 的 “ 角 边 角 ” 和 “ 边 角 边 ”定理 , 在 新 
几何 中 仍旧 成 立 ，(3) 如果 两 条 直线 相交 于 单位 回 上 ( 即 相 
交 在 “无 穷 远 点 ”), 则 这 两 条 直线 的 夹 角 为 < 一 人 


0( 即 两 直线 “平行 ”). “NN 
我 们 还 可 以 定义 三 角形 的 面积 ， 它 也 NO 
是 变换 群 久之 下 的 不 变量 ， 所 以 , 新 几何 
与 欧 氏 几 何 有 许多 相似 之 处 。 事实 上 , 欧 3-16 
氏 几 何 当中 除了 平行 公理 之 外 的 全 部 其 他 公理 ， 在 我 们 的 
。139。 


新 几何 中 均 成 立 ; 但 是 , 平行 公理 在 我 们 这 里 显然 不 成 立 ， 
因为 过 直线 1 外 一 点 下 可 以 引 许多 条 直线 与 7 不 相交 (图 
8-16), 所 以 这 是 另 一 种 类 型 的 几何 ， 在 这 种 几何 中 , 每 个 
三 角形 的 内 角 之 和 都 小 于 180°! 例如 ， 当 三 角形 的 三 个 项 
点 非常 接近 单位 圆周 时 ,三 个 内 角 都 非常 小 (这 是 由 于 交 于 
单位 圆周 上 的 两 条 直线 夹 角 为 零 )， 从 而 三 内 角 之 和 可 以 尾 
意 接近 于 零 ! 

详细 探讨 非 隐 几何 不 是 本 书 的 主要 目的 , 所 以 关于 非 
欧 几 何 我 们 就 只 介绍 这 些 ， 我 们 在 前 两 章 重点 讲述 了 平面 
射影 几何 中 的 主 富 内 容 和 优美 的 结果 ， 以 及 射影 几何 的 一 
些 应 用 。 在 这 一 章 里 我 们 扩大 了 视野 , 进行 “ 模 向 联系 ”, 从 
射影 几何 出 发 介绍 了 相关 连 的 另 一 些 几 何 学 ， 事实 上 , 在 
现实 世界 和 理性 世界 中 , 还 存在 着 许多 其 他 的 几何 学 例 
如 , 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 是 一 种 四 维 的 非 欧 几 何 学 (四 维 空 
闻 是 通常 的 三 维 空间 再 加 上 时 间 ); 又 如 ,有 一 种 几何 学 研 
究 图 形 连 续 变换 下 的 不 变性 质 ,这 种 几何 学 叫 作 “ 拓 朴 学 ” 
还 有 微分 几何 学 , 代数 玫 何 学 等 等 ， 在 这 些 几 何 学 中 ,有 许 
多 问题 至 今 未 能 解决 ， 它 们 等 待 年 轻 一 代 的 几何 学 家 去 研 
究 , 去 揭示 新 的 规律 ,去 开发 新 的 几何 学 , 
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部 分 练习 题 提 示 和 答案 


练习 题 (一 ) 
1. 证 明 与 在 国外 的 情形 类 似 . 
”2. 过 卫 作 季 直 于 1 的 直线 , 设 垂 足 为 Q. 令 Q' 一 x(Q). 
则 反 演 ~ 将 直线 ! 变 成 以 PQ’ 为 直径 的 圆 (但 是 要 去 掉 点 
也, 参见 图 卫 ， 


。 4T 。 


$， 还 有 图 2， 图 8 和 图 4 所 示 的 三 种 情形 。 证明 时 ，. 
均 加 补助 线 4D， 


练习 题 (二 )》 


2%， 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 中 心 射影 o 把 平面 x 上 无 穷 
远 直 线 变 成 平面 % 上 无 穷 远 直线 , 如 果 也 是 平面 wx 上 的 几 
何 图 形 , 并 且 与 无 穷 远 直 线 交 于 要 个 点 , 则 o 把 也 变 成 平 
面 上 的 几何 图 形 , 与 无 穷 远 直 线 也 交 于 太 个 点 ， 由 于 机 
圆 , 双 曲线 和 抛物 线 与 无 穷 远 直线 分 别 交 于 0.2、1 点 ,因此 
它们 通过 ce 仍旧 分 别 变 成 椭圆 双 曲 线 和 抛物 线 . | 
3， 利 用 如 下 事实 ; 双 曲 线 是 与 两 固定 点 距离 之 盖 为 党 
数 的 点 的 轨迹 ， 抛 物 线 是 与 一 固定 点 和 固定 直线 等 距离 的 
点 的 轨迹 . 
4. 车 通过 让 次 中 心 射 影 可 把 也 变 成 PF, 而 通过 对 
次 中 心 射 影 可 把 Fr" 变 成 7”, 则 先 通过 前 信 次 再 通过 后 于 
次 ( 即 N+M 次 ) 中 心 射影 ,就 把 也 变 成 了 ”. 于 是 ,车 也 和 
万 ' 射影 等 价 而 万 和 ”射影 等 价 , 则 也 和 了 ”射影 等 价 ， 


练习 题 ( 三 ) 

1. 设 人 4BO 满足 题 中 条 件 ， 直 线 04 与 PQ 交 于 点 
RB， 如 果 人 A4'B'O' 也 满足 古 中 条 件 ， 利 用 德 沙 格 定理 证 明 
0'4' 也 过 点 B( 参 见 图 下. 

2. 证 明 与 上 题 类 似 , 但 是 这 里 使 用 德 沙 格 定理 的 道 定 
理 ， 
"142。 


3. 将 德 沙 格 定理 用 于 人 及 DG 和 和信 恕 BP( 见 图 6)，. 

4 将 德 沙 格 定理 用 于 八 4BO 和 和 人 PQR. ” 

5. 不妨 设 44'.BB'.O0’ 的 交点 和 4B'、BO’'、O4’ 的 

9; 起 是 
AA'Y BBY OO, AB'J BO'Y OA 

( 见 图 7)， 延 长 08' 与 4'4 交 于 D， 令 Bb.00'~6、 
4B'~e BO'~=f .A4D=Q, 设 4B 与 0B' 交 于 0O, 则 

Do dtotbh BD a. 


DO 1 
于 是 DO ”79 


设 40 与 OP 交 于 0 则 
DO 4d 


- DO dte" 
于 是 DO'=DO. “从 而 0 和 0' 是 同一 个 点 ， 即 407、 BA'. 
0B' 共 点 . 

6. 设 和 4 和 妇 分 别 是 4 与 6 的 交点 和 5 与 6 的 交点 ， 
在 44' 上 任 取 一 点 0, 过 0 作 一 直线 , 与 积 6 分 别 交 于 
点 0 和 0 过 O 作 一 直线 ,与 a 和 1 分 别 交 于 点 刀 和 好, 
由 德 沙 格 定理 ， 即 知 BO 和 BO' 的 交点 他 在 PQ 上 .再 
如 此 法 画 出 PQ 上田 一 点 子 ', 则 卫 允 ' 即 为 所 求 (图 8)。 
7?. 对 于 A430 和 和 APQR， 利用 德 沙 将 定理 ， 


:练习 题 《 四 ) 

3. 设 4, 0, D, 五 是 回 锥 曲线 侣 的 内 接 四 边 形 , 设 0 
过 点 4 和 吃 的 两 切线 交 于 点 P，40 和 DF 交 于 Q,，A4F 
和 0D 交 于 BR, 则 了 P,Q. 有 R 共 线 . 

秀 . 利用 定理 4. 

5. 《a) 由 于 (4BD) ~1; (b) 由 于 (4BO) = 一 1 的 充 
分 必要 条 件 是 O 为 线段 4B 的 中 点 . 

6. 与 定 惠 工 的 证 明 类 似 ， 


练习 题 ( 五 ) 
1. 一 条 直线 .证 明 : 设 1 和 7 交 于 点 O， 在 1 和 7 上 
。 IAA4 。 


分 别 取 点 号 和 Q, 使 得 R404’, Q4 -04. 设 QP 与 ? 
和 44 分 别 交 于 及 和 8， 考虑 以 4 为 中 心 的 线束 ， 可 知 
(PS|IQR) =(X¥A4AIOR). 

考虑 以 4 为 中 心 的 线束 , 可知 

(PS|QR)= (ZE41Q0)， 
但 是 (了 ‘41Q0) 一 (4108), 于 是 

(XAIOR)=— (XA [OR)Y. 
因此 ~ 斩 , 即 卫 在 直线 RQ 上 ， 从 而 轨迹 是 一 条 直线 (图 
9). 


i 4 c 
a - LN， 
Rk- _ QP i NN 
0 4 1 ) 
9 图 10 
2. 证 明 ， 


(PT| MQ) = (PMISQ), 


从 而 2 瓦 
由 于 PM=MQ, 从 而 


7Q _ PS 
TM MS: 
人 TM PS 一 Mg 
于 是 = 二 和- 一 


Me _ PM 


即 TM BA 
由 于 MQ-=PM, 从 而 TM-MM8 AAAN 
(图 10). ' X DZ 了 
3. 过 B 作 直 线 平行 与 4O， 图 11 
并 且 与 直线 1 交 于 了 ， 则 BD 和 40 交 于 无 穷 远 点 卫 (图 
11L)， 考 虑 以 五 为 中 心 的 线束 , 则 
(XY|ZD) = (401ZP) =- (402)， 

ZZ YD _A2 

即 ZZ XD 57- 


XA.YB_ 4Z 
XB “YO ” 07， 


即 BY “OF 4Z 

这 个 证 明 表面 看 起 来 与 本 书 第 十 页 中 的 证 明 差 不 多 ， 

但 仍 有 优越 之 处 ， 我 们 这 里 的 直线 1 可 以 任意 选取 ， 只 要 

全 Z、YZ、…… 等 都 看 成 是 有 向 线段 的 长 度 ， 则 结论 均 成 

立 . | 

”4. 由 于 4. 了 3.O 是 三 个 不 同 的 点 ,因此 (4BO) #0. 于 
是 ,在 直线 ! 上 存在 唯一 的 点 刀 , 使 得 (4BD) 一 (4BO).a 


即 
(ABD) 
CABO 


5. 设 4.4; 与 直线 了 交 于 屋 8，…，44-: 与 直线 1 
。 146。 


(4AB|DO) - 


=@, 


交 于 对.-1， 则 由 第 3 题记 述 的 覆 内 劳 斯 定理 可 知 ， 
(A14s1)(AsAs 有 Ts) (AsAiTs) =1, 
(A414s 玉 8) (AsAs XX s) (AsAiX 4) 一 1, 
(AiAhn_1H1D) AniAn Ti) AAT,) =—1. 
将 这 些 等 式 相 习 ， 再 利用 公式 (4BO) 一 (B40)-!， 即 得 结 
7. 设 0B 与 40 交 于 4A”( 图 12)， 
则 
“(04, OB|IOO,D 
-一 (447"10B9 = (O00|A'B') 
= (A'B'|C'O). 12 
8. 对 于 圆锥 曲线 2. 的 内 接 六 边 形 4UV BQP, 利用 由 
斯 卡 定理 


练 习 题 (六 ) 
2. 由 (4B|0D) 一 1 可 知 


AC0C_._B0 
AD™ ~ BD 
于 是 
AO+4AD _ BD- BO 
2D BD 
四 4 了 MD 
AD BD 
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AM 


是 BD 
即 4 
ND -31 


这 就 是 4M.BM-OM?( 图 18). 
3. 考虑 完全 四 边 形 4B0DBO, 利用 定理 7. 


和 (4B810D) = - 工 相 当 于 站 
40.BO=OPa (第 2 题 ), 而 这 又 相 AAA 
当 于 OP 为 图 0' 的 切线 , 即 相当 于 了  . - 
图 0 和 回 0' 正 交 . 图 13 


.5. 由 于 (4B|0D) - er 从 而 轧 变 为 0 的 充 
分 必要 条 件 是 (4BIJOD)? 一 1， 即 (48|0D)~ -二 (注意 
(4B10D) #1, ) 

8. 令 45 是 有 和 厂 的 交点 ，4; 为 和 由 的 交点 ， 则 
4 4a4、 441 任意 三 点 均 不 共 线 ， A1;、 Azs、 be 44 也 
如 此 ， 于 是 , 存在 唯一 的 射影 变换 把 41。、4ss、 Ass、 44 分 . 
别 变 成 413 .4g8、434、44 于 下 这 是 中 一 -的 出 影 变换 将 [2 
Js 分别 变 为 及 : 

7. 

(BF|PQ) 

=( AH, AF|AO, AD) 
~ (BE, BF|BO; BD) 
=(EFIPQ).,. 南 14 


8. 了 一 一 一 一 ; 一 一 一 一 
设 万 , 亏 DA Br" Dh bs” 令 
,148 .. 


4sP， 和 4i4s 交 于 B (图 ] 和 》、 将 梅内 劳 斯 定理 用 于 
和 人 4i4: 刀 和 鹤 线 DeP:4s 可 知 ， 


4 Ds » A424A, DP, 二 二 
Dehs AsD: Psh1-- -+*... 

再 用 于 A4Di4 和 截 线 4sPsB, 可 知 
AP, Di4。 4sB .1 

PD 424s BA, " 


AiDs DAs. ‘AsB 
于 是 DsAs AsD1 “BA 下 
- BA _ wgs 
从 而 AB hoe 
于 是 


(A1D1| PsPs) = (A414 BD;) 
- “A1B ‘AsD 3 CC203 


= 


AiDs。 AsB bi1b20s" 、 
同样 可 证 (42D,| PsP,) = (AsDslP 1P,) 


O10203 
.biDobs 
注 ， 由 本 题 可 知 ; P= 了。 的 充分 必要 条 件 是 
EA 一 
O020a -1 


而 Ps- Ps 相当 于 41Di, 42Ds 

4aDe 共 点 。 从 而 塞 瓦 定理 可 

由 本 题 推出 . 
9. 设 4B 与 1 交 于 点 Q 图 二 

(图 15)， 令 QZ=2, QP=y, 则 QT3=QT1=w:~Q4:QB 
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-一 QP.QP、 于 是 - 加 
一 号 = 一 yy, PT vs-D 
QP y . PT 0 ” Y 委 
FT (0+, PE- -A 
由 此 即 知 (PP'ITIT) = -1 
10. 若 (4BI6D) 一 -1 网 
DA_BD 
TA 


即 04-0D _ OD-0B 
O40B “0807 ， 


1 1fT 1 1 


即 而 of -而 oD’ 
.2 4 1 
即 ... 077 TA OB* 
另 -放出 
.21 
可 反 推出 (ABIOD) = —1. 


11. 线束 2#4 力 4AO.-4B、A4D 与 宜 线 BD 芳 别 截 于 点 
了 0.8. DD, 其 中 卫 是 3D 上 的 无 穷 远 点 ,CQ 为 线段 BD 的 
中 点 ,于 是 
(4 如 4014B， 4D)- (POIBD) 1 


12. 命题 只 涉及 射影 不 变性 ,从 而 可 设 8 是 图 ， 而 由 
本 书 第 8 页 的 例 2 即 知 当 @ 为 圆 时 命题 成 立 ， 
* 180. 


练习 题 ( 七 ) 


，@) [0:0: 圈 ，( 切 [1:0:0] (无 穷 远 直线 ). 
. (a) (1:~—1:0).、 (hb) (0:1:0), 
. (ab led) -总 . 


和 WW Da 


.6 二 一 2 十 209 二 一 Vo 十 D9， 人 0 二 ~ po — wi wa, 

加 ， 交 点 为 (zo:oa;oa)， 其 中 mr 一 (boco 十 Dict 十 Da03)q 
— (goco+ 01+ Ga02)b. 人 一 0， 1, 2) 

6. (2;—1—-MVB:8+MV5).(2:—-1+V5:3- V5) 
为 两 切 点 ， 对 应 切线 为 [8+ M5:2+2、5:21] 和 [8 一 M5 
:2—2V5 :2]. 

00 一 V0 十 wz, 如 一 Bi 十 Wg， 人 一 Wo 十 人 0 十 从 3， 


练习 题 ( 作 ) 
1. 定理 入 ” 设 3.c. a4.e. 是 圆锥 曲线 2 的 外 切 五 
边 形 的 五 条 边 ， 设 直线 y 是 5、c 交点 和 了 e 交 点 的 连 线 ， 
直线 “是 o.4 交 点 和 及 了 交点 的 连 线 , 直线 ? 是 5 的 切 点 
和 Qe 交点 的 连 线 ， 则 2 y, z 共 点 (图 16). 


， . 

~ a 4 六 力 
yy a Sy | 

S. 

A 如 也 

< 

a 

C 
-图 1 图 17 
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定理 B， 设 4BOD 是 圆锥 曲线 9 的 外 切 四 边 形 ， 边 
AD 和 DO 的 切 点 分 别 为 瑟 了 , 则 4F.O、 BD 共 点 (图 
4 了 D 17). - 
第 如 页 练习 题 第 ? 题 的 配 极 对 侦 ; 
fy 设 4BOD 是 圆锥 曲线 Q 的 外 切 四 边 形 ， 
”0 了 如 和 思 分 别 是 边 4D 和 BO 上 的 切 点 ， 
”图 8 则 加 P40O.BD 共 点 (图 18). 
2. 设 [go:@1:09] 和 [5o:b1: 521 是 两 条 不 同 的 射影 直线 ， 
则 它们 的 交点 和 点 (co:01: 02) 的 连 线 为 [zo:z4:23] ,其 中 
wi= (boco+ 0161+ 0202)0;— (Goc0+ 201+ W209) Ds 
(6=0, 1, 2). 
(假设 点 《0:01:03) 不 是 [eo:61:82] 和 [bo:B1:52] 的 交点 ， ) 
3. 射影 变换 o 把 线束 .5.c.a 中 的 “和 8 保持 不 变 ， 
把 oc 变 为 0( 其 中 .5.o.d 是 线束 中 四 条 不 同 的 射影 直线 )， 
则 把 & 变 为 e 的 充分 必要 条 件 是 (ab|ed) = 一 | 
4， 由 于 题 中 只 涉及 射影 不 变性 ， 从 而 可 设 吕 是 圆 . 这 
时 直 本 书 第 68 页 的 例 3, 即 知 命题 正确 ， 
可. 如果 全 是 双 曲 线 , 过 的 对 称 中 心 O 作品 的 两 条 
切线 即 是 @ 的 两 条 渐 近 线 ， 这 两 条 渐 近 线 上 的 无 穷 远 点 均 
是 切 点 ， 从 而 这 两 个 无 穷 远 点 的 连 线 ( 即 无穷 远 直线 ) 是 0 
的 极 线 ， 痪 句 话说 , 无 穷 远 直 线 的 极点 是 双 曲 线 Q 的 中 必 
0( 见 图 19(). 
如 果 Q 是 摔 物 线 ， 则 无 穷 远 线 为 Q 的 切线 , 切 点 为 
9 的 对 称 轴 上 的 无 穷 远 点 及 (图 19(i), 于 是 JW。 即 为 无 


。1023 » 


穷 远 直线 的 极点 ， 

如 果 侣 是 椭圆 , 令 4B 和 OOD 分 别 是 0 的 短 轴 和 长 轴 
(当日 为 圆 时 , 歌 4B 和 CD 为 任意 两 条 直径 )、 由 于 过 了 4 
和 轧 的 两 条 切线 平行 , 从 而 4B 的 极点 是 一 个 无 穷 远 点 工 ， 
间 样 地 ，0D 的 极点 是 另 一 个 无 穷 远 点 Q， 因 此 4B 和 0D 
的 交点 0( 即 椭圆 的 中 心 ) 就 是 无 穷 远 直 线 的 极点 ， 


练习 题 ( 九 ) 

1， 应 用 定理 21.- 

2. 令 1 为 PQ 上 的 无 穷 远 点 ， 则 是 PQ 的 极点 ， 
中 心 0 是 无 穷 远 直 线 的 极点 ( 见 第 92 页 练习 题 第 5 题 ), 从 
而 00 是 PQ 和 无 穷 运 直线 的 交点 ML 的 极 线 ， 于 是 由 第 
92 页 练习 题 第 4 题 可 知 (PQIVM) 一 一 1, 即 (PQV) 一 一 1. 
从 而 PF =Tg. 

8. 设 MM.,、 RR。 PQ. 分别 是 OM pQ. OP OQFE 
的 无 穷 远 点 ， 则 双 则 钱 介 的 浙 近 线 OP 和 08 与 Q 分 曾 
切 于 点 Ps 和 Qs。 而 OM。 是 点 BR。 的 极 线 .考点 无 穷 远 
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直线 上 四 个 点 PQ。、 及。、 Rs。 由 第 92 页 练习 题 第 4 题 
即 知 
(OP, OQ|OM, ON) = (OP 0Q.|OM., OR.) 
=—1. | 
由 于 直线 PQ 与 此 线 东 粮 出 点 列 P、 QM、R..( 注 意 BR 为 
ON 上 无 穷 远 点 , 即 ON 与 PQ 的 交点 ), 从 而 
(PQ|I MR.) = —1, 
即 PM~ MQ. 
4&. 设 1 是 1 上 的 无 穷 远 点 , 则 用 ,的 极 线 为 过 中 心 
0 的 二 线 m， 令 wb 和 了 的 交点 为 用， 象 上 题 一 样 , 可 证 得 
(PQOIMM.) = -1, (AB|IMM.)= -1. 
于 是 Q@ 玫 = 让 P, BM 一族 4， 从 而 
+ BQ=PA. 

5. 直线 % 上 的 无 穷 远 点 是 思 与 抛物 线 吕 的 一 个 
交点 .由 于 PQ 是 点 4 关于 0Q 的 极 线 , 从 而 由 第 92 页 练习 
题 第 4 题 可 知 (4BIOM) 一 即 (4B80) = 一 1 于 是 
AO=0B. 

6. 设 万 是 1 上 的 无 穷 远 点 ， 8 为 PQ 上 的 无 穷 过 战 . 
过 如 可 作 抛 物 线 两 条 切线 ， 一 条 是 无 穷 远 直 线 ， 其 切 点 为 
五 另 一 条 是 与 PQ 平行 的 切线 , 其 切 点 为 广 ， 于 是 了 N 为 
点 S 的 极 线 ， 设 LIN 与 PR 交 于 六 (注意 PNYID,， 则 
(8 肌 | PQ) = 一 1， 由 于 是 无 穷 远 点 , 从 而 了 下 一 及 0， 即 
肌 = 必 ， 换 句 话说， MM 在 与 1 平行 的 直线 和 NL 上， 同 梯 ， 
MM' 也 在 世上， 所 以 MYL. 
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”练习 题 (+) 

1， 先 证 o 把 平行 直线 变 成 平行 直线 ， 再 利用 解析 几 
何 证 明 o 必 是 仿 射 变换 ， 即 c 有 文中 形 如 (3) 式 的 表达 式 ， 
或 者 将 o 扩 充 成 射影 平面 上 的 变换 , 验证 o 是 射影 变换 , 并 
且 将 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 远 直线 . | 

2、(a) 设 及 Wsls 交 于 点 0, 如 及 加 交 于 点 0'， 作 直 
线 与 121s 交 于 4.B3、O, 并 且 使 4B BO， 作 直线 与 到 
妈妈 分 别 交 于 4'、B'、0', 并 且 使 4B' 一 BO (图 20)， 则 
将 0.4.B 分 别 变 成 0、4'、B' 的 仿 射 变换 , 必然 把 C 变 
成 0, 从 而 把 32 分 别 变 成 故 故 下 


这 全 二 


图 21 


-(b) 设 羡 /22 VY 有， 在 上 取 点 4, 在 上 取 点 B 
和 C， 在 六 上 取 点 4', 在 及 上 取 点 B 和 0 则 将 4、B.O 
分 别 变 成 4'.B'.0’ 的 仿 射 变换 即 为 所 求 (图 21). 
83，(a) 一 个 仿 射 等 价 类 . 
(6) 设 有 1151V1s、 有 IY 虽 并且 刀 在 及 和 如 之 间 ， 
驴 在 五 和 六 之 间 , 则 存在 仿 射 变换 把 五 、?a、z 分 别 变 成 也、 
友和 的 充分 必要 条 件 是 ， 
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六 和 加 的 距离 _ 久 和 如 的 距离 
也 和 有 的 拭 离 ， 一 妈 和 及 的 喇 守 ， 
《6) 一 个 仿 射 等 价 类 . 
() 两 人 等 屡 棋 形 念 和 等 价 的 充分 必要 条 件 是 z 们 的 
上 下 底 之 比 相等 . 
全， 2 一 一 20 十 9 十 2， y =2w%+Y. . 
5. (a),(b)，(d)，(f) 是 仿 射 不 变性 质 ， 其 会 不是， 
6 rap，( 用 仿 射 变换 中 一 ao/a, y 一 9/5.》 
7 


. 0 一 20 十 329 一 寺 y 一- 号 5 一 2g 十 立 . 


练习 题 (十 一 ) 

1. 2、 只 需 对 圆 的 情形 证 明 即 可 , 

3. 设 4B 和 OD 是 椭圆 Q 的 一 对 共 亏 直径， 在 40 
延长 线 上 任 取 一 点 玉 ， 作 天 N/OD, 并 且 开 人 与 OB 交 
于 术 ， 则 A4NW 与 及 B 交 点 必 在 Q 上 ， 当 变动 时 ,用 
此 法 得 到 椭圆 8 的 弧 0B， 同 法 瑟 中 的 其 余部 分 

4、 只 需 对 圆 证 明 此 命题 

5，(a) : 当 0 是 半径 为 了 的 圆 时 ， 可 证 当 0 的 内 接 三 


和 角形 为 正三 角形 时 ,其 面积 最 大 , 关 且 其 信 是 也 一, 
是 加 面积 的 信 . 和 此 可 知 ， 妆 本 的 内 扩 = 角 
形 的 重心 为 9 的 中 心 时 ， 其 内 接 三 角形 面积 最 大， 且 是 椭 
图 9 的 面积 的 333 健 

(后 上 , 可知 当 本 图 9Q 的 外 切 三 角形 的 重心 为 的 
se .2256 。 


中 心 时 ,其 面积 最 小 , 且 是 椭圆 9 的 面积 的 as 信 


6， 由 于 只 涉及 念 射 不 变性 , 可 设 9 是 图 或 者 双 曲 线 
wy 一 1， 当 0 为 回 时 容易 证 明 、 现 在 设 Q 是 双 则 线 zy 一 1. 
若 了 一 (%, 5) (a*0, 50)， 用 解析 几 仙 可 算出 PQ 的 中 点 
为 (五, 二). 此 点 在 OF 上 ,于 是 六 (二 吉 ), 即 PV 
一 VQ( 图 22). : 


图 22 图 23 24 

7. 不 妨 设 吕 为 双 曲 钱 oy=1， 设 (a, 5)(a#0)) 
则 3 一 三 ， 用 解析 几何 算出 了 (0， 之 ).@ 一 (24, 0). 从 
而 MM 为 PQ 的 中 点 (图 28). 

8. 11. 设 人 Q 为 双 曲 线 oy 一 1, 然 后 用 解析 几何 证 明 ， 

9， 了 10， 设 抛物 线 为 g 一 op 然后 用 解析 几何 证 明 ， 

1 通过 仿 射 变换 ,可 取 4=(0, 0),，B(0, 1、 忆 
= (tb 0). 于 是 如 ~(0, 四、 也 = (5, 0)， 然 后 算出 卫 D 和 
BF 的 交点 0 的 举 标 为 ( 吧 一 ， 名 二 4)， 从 而 


ab—1” 608 一 工 


-( wo—b ab—a ) 
2(g0~—1)’ 2(g6—1)/ 
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易 知 了 -信友 2 他 各 
容易 验证 了, 了、 儿 共 线 , 


练 习 题 (十 二 ) 


1. (a) 两 邻 边 长 度 和 它们 的 夹 角 ; 两 邻 边 和 一 条 对 角 
线 的 长 度 等 等 ，《b) 长 轴 和 短 轴 的 长 度 ， 

2. (a) 空 集 ( 即 ， 任 意 共 点 三 不 同 直线 均 仿 射 等 价 于 
任意 共 点 三 不 同 直线 )，(b) 简单 比 , (ce) 上 下 底 之 比 . 

3. 变换 (*) 如 果 是 保 距 的 ， 它 把 4= (0 0)、B=(1, 
0)、0O==(0，1) 分 别 变 成 4=(8，02s)、B'=(@u+ by 

Got ba)、 O'= (mt+b, daat+ba), 由 |4B | =|AB|=1., 
“40'|=140| =1, 得 出 二 十 扣 一 0 十 一 1， 由 于 保 距 
变换 保持 直线 的 垂直 性， 从 4BLA40 可 知 4'B'140. 
由 解析 几何 ， 即 知 这 相当 于 waais 十 osagos= 0 反之 ， 假 
设 二 十 护 十 Wis 十 634 一 1、G1012 十 421429 一 0， 对 于 欧 氏 平 
面 上 的 任意 两 点 卫 = (wy 级 ) 和 Q= (ws ya), 设 变换 (%) 
把 它们 分 别 变 成 P= (wh, 级) 和 = (wz2, 92), 则 
|P®|?= (gy2—)?+ (v2— 1)? 
— I (gaat Goya) — (Wai + sy1)]? 
+ [Cestat 01089) — (Gem + GY4)] 
= [ga(82a— tm) + 22 (Ya —Y1)] 
十 [Gu (wa — m1) + ga(ya—Y1)]’ 
a8) (wa — 1) + (Ba+ G2) (Ya—Y1)? 
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十 2(coaaos 十 aigial (Wa — t1) (oa 一 ys) 
一 (oo 一 好 )2 十 (ga 一 扩大 一 | PQ| 
从 而 (*) 是 保 上 距 变 换 . 
4， 仿 射 变换 (*) 将 面积 为 8 的 三 角形 变 成 面积 为 5 
的 三 角形 , 由 第 112 页 定理 4 的 证 明 , 可 知 
S’/S= |@u0zs — G12021|. 
因此 ,车 (*) 是 保 距 变 换 , 由 于 它 保持 面积 不 变 , 可 知 
CHi022 一 G12021 一 土 1, 


反之 ,例子 o 一 2w, y/ 一 妾 表明 逆 命 是 不成立， 
5. 设 (%) 是 保 虐 变换 ， 则 由 吕 二 咏 =1， 可 令 ou 


二 0080， Ga 一 Sin 9， 而 G41012 十 W21022 一 0 给 出 


alscos0 十 oossin0 一 0， 
如 果 gui0z2 一 41202 一 4, 即 
22 COS 0 — mi2 sin 0 =1, 
联 立 ,可 解 出 gp 一 c089、 as 一 一 sn0， 于 是 
2 一 Co0s0 -一 Wing 十 Di， 
y=rsin0t+yceos0+ 0,. 
这 是 先 以 道 时 针 方 向 绕 原点 旋转 0 角 , 然后 作 平移 ， 如 果 


CHi0s23 一 W12021 — 一 十 ， 即 G2 COS 0 — 1a Sin 0 = 一 二 由 


aa 一 一 0080、 as 一 ainl0. 

于 是 w=wC080 +y sin.g + bs, 
4 一 zsin0 一 ycos0 二 Da， | 

这 是 先 作 反射 %; 然后 转 作 上 述 的 旋转 和 平移 . 
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